UNIVERSITE SULTAN MOULAY SLIMANE
FACULTE POLYDISCIPLINAIRE DE KHOURIBGA
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE

Analyse
Suites Numériques et Fonctions

Licence fondamentale liére année
SMI/SMA

A. U. 2020-2021
Pr. NAouAL MRHARDY



Table des matiéres

1 Les nombres réels

1

Introduction . . . . . . . L
1.1 Rappels sur les ensembles . . . . . . .. ..o Lo
1.2 Insuffisance de Q. . . . . . . . .o
1.3 Le corps des nombres réels . . . . . ... Lo
1.4 Intervalles . . . . . . . . .
1.5 Voisinages . . . . . . ..o e
1.6 La droite achevée R . . . . . . . . .. ...
Caractérisation de R par la propriété de la borne supérieure . . . . . . . ... .. ...
2.1 Majorants, minorants d'une partiede R . . . . . . ... .. .. ... L.
2.2 Plus grand/petit élément d’une partiede R . . . . ... ... ... .. ...
2.3 Borne supérieure, borne inférieure d’'une partiede R. . . . . .. .. ... L.
2.4 Propriété de la borne supérieure . . . . . . . ... ..o
Approximation dun réel . . . .. ...
3.1 Valeur absolue . . . . . . ..
3.2 Partie entiére . . . . . . ..
3.3 Application : Approximations décimales . . . . . . .. ... ... ..
3.4 Densité des rationnels et irrationnels dans R . . . . . . ... ... ...

2 Les suites numériques

1

Généralités sur lessuites . . . . . . . . L.
1.1 Définitions . . . . . .
1.2 Suites monotones . . . . . ..ol
1.3 Suites bornées . . . . . ... L
Nature d’'une suite . . . . . . . . . L
21 Suites convergentes et suites divergentes . . . . . . ... ...
2.2 Propriétés de convergence des suites . . . . . . ... .o oL
2.3 Opérations algébriques sur les suites convergentes . . . . . . . .. .. ... ...
2.4 Opérations algébriques sur les suites divergentes . . . . . ... ... ... ...

Criteéres de convergence d’une suite

© o 0w - O O W

10
10
10
11
12
15
16
16
18
19
20

22
23
23
23
24
24
24
26
27
28
30



N.Mrhardy

3.1 Théorémes de comparaison et d’encadrement . . . . . . . .. ... ... ....
3.2 Critére de la convergence monotone . . . . . . . . . .. ...
3.3 Critere de d’Alembert . . . . . . . . ..
3.4 Caractérisation de la borne supérieure et la borne inférieure par les suites

3.5 Caractérisation séquentielle de la densité . . . . . . . . . .. ... ... ... ..
Suites particuliéres . . . . . . . L
4.1 Suites arithmétiques et suites géométriques . . . . . . .. ... ... ... ..
4.2 Suites arithmético-géométriques . . . . . . . . . ..o o
4.3 Suites récurrentes . . . . . . . . . L L
4.4 Suites adjacentes . . . . . .. L
4.5 Suites de Cauchy . . . . . . . . ..
Suites extraites et le théoréme de BOLZANO-WIERSTRASS . . . . . .. .. ... ..
5.1 Suites extraites . . . . . . . . .. Lo
5.2 Segments emboités et théoreme de BOLZANO-WIERSTRASS . . .. ... ..
5.3 Application : Complétudede R . . . . . . .. ... ... ... ... ..

3 Les fonctions réelles a variables réelles : limites et continuité

1

Généralités . . . . . . . L e
1.1 Opérations sur les fonctions numériques . . . . . . . . . .. ...
1.2 Fonctions bornées. . . . . . . ..
1.3 Fonctions monotones . . . . . . . . . L
14 Fonctions paires et fonction impaires . . . . . . . . . ...
1.5 Fonctions périodiques . . . . . . . ..o
Limites d’une fonction . . . . . . . . . . . ...
2.1 Valeurs limites en un point . . . . . . . . ...
2.2 Limites infinies en un point . . . . . . . .. ... L Lo
2.3 Valeur limite d’une fonction & Uinfini . . . . . . . .. ... .. ...
2.4 Limites & droite et & gauche . . . . . . . .. ..o oo
2.5 Propriétés des limites . . . . . . . ..o
2.6 Limites et relation d’ordre . . . . . . . . . ...
2.7 Théoréme de la limite monotone . . . . . . . . . .. .. ... ...
Fonctions continues . . . . . . . . . . L L
3.1 Opération sur les fonctions continues . . . . . . . . . .. ... L.
3.2 Prolongement par continuité . . . . . . . ... ..o oL oL oo
Les théorémes fondamentaux . . . . . . . . . ..o L
4.1 Continuité sur un segment . . . . . . . ..o
4.2 Théoréme des valeurs intermédiaires . . . . . . . . . .. .. L.
4.3 Application du TVI . . . . . .. .o
44 Théoréme de la bijection . . . . . . . . . . ...

30
31
32
32
33
34
34
36
36
38
38
39
39
39
41



5

Fonctions uniformément continues

5.1
5.2

Fonctions Lipschitziennes

Continuité uniforme . . .

4 Fonctions dérivables

1

Dérivée en un point . . . . . . ..

1.1
1.2

Interprétation géométrique

N.Mrhardy

Dérivée a gauche, dérivée & droite . . . . . . . .. ..o

Propriétés des fonctions dérivables

2.1
2.2

Continuité . . . . . .. ..

Extemum local d’une fonction . . . . . . .. .. Lo

Opérations sur les fonctions dérivables . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...

Théorémes fondamentaux . . . .

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

Théoréme de Rolle . . . .

Théoréme des accroissements finis . . . . . . . . . . ... L

Application du TAF : Variations d’une fonction . . . . . . ... ... ... ...

Théoréme des accroissements finis généralisé . . . . . . . .. .. ... ... ...

Application du TAF généralisé : La régle de 'Hépital . . . . . . ... .. ...

Inégalité des accroissements finis . . . . . . .. ... oo

Application de I'inégalité des accroissements finis . . . . . . . .. ... .. ...

5 Les fonctions usuelles

1

Fonctions circulaires réciproques

1.1
1.2
1.3

Fonction arcsinus . . . . .
Fonction arccosinus . . .

Fonction arctangente . . .

Fonctions hyperboliques . . . . .

2.1
2.2
2.3

Fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique . . . . . . . ... .. ...

La fonction tangente hyperbolique . . . . . . . . . ... ... ... ... ..

Formulaire de trigonométrie hyperbolique . . . . . . .. ... ... .. ... ..

Fonctions hyperboliques réciproques . . . . . . . . . . ..

3.1
3.2
3.3
3.4

La fonction argument sinus hyperbolique . . . . . . . . . .. ...

La fonction argument cosinus hyperbolique . . . . . . . ... ... ... ....

La fonction argument tangente hyperbolique . . . . . . . .. .. .. ... ...

Expressions logarithmiques

62
62
63

65
66
66
66
67
67
67
68
70
70
71
72
73
73
74
(6]

76
77
77
78
79
80
80
81
82
83
83
84
84
85



Chapitre 1

Les nombres réels

Sommaire
1 Introduction . . . . . . . . . . @ @ i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 6
1.1 Rappels sur les ensembles . . . . . . .. ... .. Lo oo 6
1.2 Insuffisance de Q. . . . . . .. L 7
1.3 Le corps des nombres réels . . . . . . . . .. .. Lo 8
14 Intervalles . . . . . . . . . L 8
1.5 Voisinages . . . . . . . . Lo 9
1.6 La droite achevée R . . . . . . . . . . . 10
2 Caractérisation de R par la propriété de la borne supérieure . .. ... .. 10
2.1 Majorants, minorants d’une partiede R . . . . . .. ... ... ... 10
2.2 Plus grand/petit élément d’une partiede R . . . . . ... ... ... . ... 11
2.3 Borne supérieure, borne inférieure d’une partiede R. . . . . . .. ... ... .. 12
2.4 Propriété de la borne supérieure . . . . . .. ... Lo 15
3 Approximation d’unréel . . . ... ... L 00 oo oo 16
3.1 Valeur absolue . . . . . . . . ... 16
3.2 Partie entiére . . . . . . . L 18
3.3 Application : Approximations décimales . . . . . . . .. ... oL, 19
3.4 Densité des rationnels et irrationnels dans R . . . . ... ... ... ... ... 20




6 N.Mrhardy

1 Introduction

Ce chapitre est indispensable & la bonne compréhension du cours, car R est d’une part l’espace
fondamental de I'analyse et d’autre part se trouve étre le modéle sur lequel les différentes notions du

cours seront testées.

1.1 Rappels sur les ensembles

Nous supposerons connues les ensembles suivants, tous munis d’une addition, d’une multiplication,

et d’une relation d’ordre < compatibles entre elles.

e L’ensemble des entiers naturels, N = {0,1,2,3,...}. Il vérifie le principe de récurrence, qu’on
peut formuler de la maniére suivante : Soit P(n) un énoncé dépendant de n € N et ayant un sens
pour tout n > ng € N (souvent ng = 0 ou 1). La démonstration par récurrence de P(n) comporte
2 étapes :

(¢) On montre d’abord que le résultat est vrai pour n = ny.
(77) On démontre ensuite, en admettant que le résultat est vrai pour n > ng, qu’il reste vrai pour

n + 1. On montre donc 'implication
P(n)=Pn+1) ¥n > ny.

e L’ensemble des entiers relatifs Z, union de N et des oppossés des entiers non nuls : Z =

e, —3,—2,—1,0,1,2,3, ...} introduit pour permettre la résolution de I’équation :
{ pour p q
r+n=0, neN.

e [’ensemble des nombres rationnels Q définie par

Q= {Z/pEZethN*}
introduit pour la résolution de I’équation
qgr+p=0, (pg €ZxZL

Remarque 1.1. Tout rationnel peut s’écrire de maniére unique sous forme de fraction trréductible,

c’est-a-dire sous la forme

]2, avec p € Z, q € N* et avec p et q premiers entre euzr (p A q=1).
q
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On rappelle que Q comprend Z et forme un corps pour ’addition et la multiplication, opérations qui

a
étendent celles de Z. En particulier on a les régles de calcul suivantes, si Dot 3 €Qona
q

qa + pb pa _ ap
= et - =2

L
b qb gb bg

P
q

L’addition et la multiplication sont donc des lois de composition internes dans Q, on vérifie que (Q, +, x)

est un corps commutatif (cf. cours algébre).

1.2 Insuffisance de Q.

Le probléme se pose lorsqu’on a besoin de connaitre la valeur exacte de certaines grandeurs. En
effet, il existe des longueurs dans le plan ne correspondant & aucun nombre rationnel. Par exemple,
peut-on mesurer dans Q la longueur = de la diagonale d’un carré de coté 17 D’aprés le théoréme de

Pythagore, cela revient & résoudre 1’équation,
z? = 2.

Q s’est révélé insuffisant, puisqu’a été démontré qu’il n’existait pas de nombre rationnel x solution de
cet équation.

Cette lacune de Q avait été remarquée par les Pythagoriciens, ce qui a conduit les mathématiciens
& introduire de nouveaux nombres, les irrationnels, en concevant un ensemble plus vaste que Q, noté

R, ensemble des nombres réels ,

R =QU (R\Q)

Parmi les irrationnels on distingue les algébriques, qui sont les racines des polynomes & coefficient
entiers (par exemple v/2 qui est racine de 22 —2), et les autres qu’on appelle les transcendants (exemples

classiques : 7 et e).
Exercice 1. Démontrer par Uabsurde que le nombre /2 n'est pas rationnel.

Solution. Supposons, par l'absurde, qu’il existe p € Z, ¢ € N* avec V2 = b et supposons que la
q

fraction est sous une écriture irréductible, c’est-a-dire que p et ¢ sont premiers entre eux. En élevant

au carrée, on obtient

L’entier p? est donc pair ce qui signifie que p I'est aussi (a vérifier). Donc il existe un entier p’ € Z tel

que p = 2p’ et alors on a
/2

Cela donne ¢% = 2p"? ce qui montre que ¢ est également pair. Nous avons prouvé que 2 divise a la fois
p et q. Cela rentre en contradiction avec le fait que p et ¢ sont premiers entre eux. Notre hypothése de

départ est donc fausse : v/2 n’est pas un nombre rationnel.ll
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1.3 Le corps des nombres réels

Proposition 1.1. On admet ezistence d’un ensemble R, contenant Q, muni de deuz lois de compo-

sition interne + et X (qui prolongent celles de Q), et d’une relation binaire < telles que :
1. (R, +) est un groupe commutatif de neutre 0.
2. (R, x) est un groupe commutatif de neutre 1.

3. La loit x est distributive par rapport a +.

4. Toul réel non nul posséde un unique "inverse”

5. < est une relation d’ordre total sur R.

Remarque 1.2. — Les quatres premiers points résument les régles usuelles de calcul dans R. Pour
plus de détails sur la notion de groupe et du corps, voir le cours d’algébre.

— On résume les 5 propiétés précédentes en disant que :
(R, 4, x) est un corps commutatif totalement ordonné.

Notations : On note

r<y<=zcr<yetrFy
R* =R\{0}, I’ensemble des réels non nuls.
Rt ={ze€R| x>0}, R™={zeR|z>0}

RT={zeR|lz<0}, R*={zecR|lz<0}

1.4 Intervalles

Les intervalles de R jouent un role fondamental dans I’étude des fonctions numériques (fonctions de
R vers R), tant du point de vue global (ensemble de définition) que local (voisinage).
On définit les ensembles suivants dits intervalles de R
e L’ensemble vide (). (par convention)
e Intervalles bornés : (On désigne par a et b des réels a < b)
— Intervalles ouverts bornés : |a,b[= {z € R,a < z < b}
— Intervalles semi-ouverts bornés : [a,b[={z € R,a <z < b} ou Ja,b] = {z € R,a <z < b}
— Intervalles fermés bornés ou segment d’extrémités a et b : [a,b] = {x € R,a < z < b}.
e Intervalles non bornés : (On désigne par a et b des réels)
— Intervalles fermés non bornés
- la,+oo[={z € R,z > a}
-] —o0, b ={z e R,z <b}

— Intervalles ouverts non bornés :
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- Ja,+oo[={z € R,z > a}
-] —o0,b[={z € R,z < b}
— ] —00,4+0[=R.

Définition 1.1. Soit I une partie non vide de R, On dit que 1 est un intervalle de R si et seulement

st tout réel compris entre deux éléments de 1 est lui-méme élément de 1, c’est a dire :
Ve,yel, VzeR, e <z<y=—2z2€L

(le segment qui joint deuz points de 1 est contenu dans 1)

Proposition 1.2. Caractérisation des intervalles

Soit I une partie non vide de R, I est un intervalle si et seulement si
Ve,yel, Ve [0,1], (1—t)x+ty el

Remarque 1.3. Cette propriété s’appelle la convezité, autrement dit les parties converes de R sont

les intervalles.

Démonstration. Exercice.

3
Exemples - Z n’est pas un intervalle de R car 1,2 € Z mais pas 3" Q n’est pas un intervalle de R.

Théoréme 1.1. On a les propriétés suivantes :
— L’intersection de deuzx intervalles de R est un intervalle de R.

~ La réunion de deuz intervalles de R non disjoints (I NJ # () est un intervalle de R.

Démonstration.

— Soient I et J deux intervalles de R, posons K = I N J. Si K est vide, alors c’est un intervalle.
Si K n’est pas vide, alors soit x,y € K et soit z un réel tel que x < z < y. Comme [ est un
intervalle contenant z et y, I contient z, de méme J contient z, finalement z € K et donc K est
un intervalle de R.

— Supposons I et J non disjoints et soit K = I U J. K est non vide, soit z,y € K et soit z un réel
tel que x < z < y. Si z et y sont dans I, alors z est dans I et donc dans K, de méme si x et y
sont dans J. Si x est dans [ et y dans J, soit t € INJ, si z < t, alors z est compris entre z et ¢
qui sont éléments de I, donc z € I. Si t < z, alors z est compris entre ¢ et y qui sont éléments de

J, donc z est élément de J. Dans les deux cas on a bien z € K et donc K est un intervalle de R.
O

1.5 Voisinages

Définition 1.2. Soit x un réel. Une partie V de R est dite voisinage de x si et seulement si

da, R, a <z <f tel que |a, B[C V
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De facon équivalente une partie V est un voisinage de © dans R si et seulement si il existe ¢ > 0 tel

que lx —e,x+e[C V.
Notation : On note Vg(x) I'ensemble des voisinages de x dans R.

Définition 1.3. - Toule partie de R contenant un intervalle ouvert de la forme ]A,+oo| (A € R)
est appelé voisinage de +00.
— Toute partie de R contenant un intervalle ouvert de la forme |—oo, B] (B € R) est appelé voisinage

de —o0.

Proposition 1.3. On a les propriélés suivantes :
— Tout intervalle ouvert contenant x est un voisinage de x.
— Toute intersection finie de voisinages de x est un voisinage de x.

— Toute partie de R contenant un voisinage de x est un voisinage de x.

1.6 La droite achevée R

Définition 1.4. On appelle droite numérique achevée et I’on note R I’ensemble R | J{—oc0, +00}, obtenu
en adjoignant & R deuz éléments distincts et régis par les loi suivantes :

o Prolongement de l'ordre de R en posant : Vr € R; —oo < x < +0

e Prolongement de l'addition : Pour tout x € R

T+ (+00) = (+0) + & = 400, x4 (—0) = (—0) + z = —00,

(+00) 4 (+00) = +00, (—0) + (—00) = —c0

1 1 —
e Prolongement de la multiplication : —— = —— = 0 et pour tout x € R\{0} :
+oo  —00
x>0 - x>0
T X (+00) = (+00) X . = oo SZ‘$ et x X (—00) = (—o0) X = > sz‘x
—o00 stz <0 +oo st x <0

L’ensemble R devient ainsi un ensemble totalement ordonné.

On prendra garde au fait que nous n’avons pas défini de loi de composition interne dans R puisque
nous n’avons pas défini 0 X (+00) ni (—o0) + (400). Les régles de calculs définies ci-dessus auront leur

utilité dans le chapitre sur les limites.

2 Caractérisation de R par la propriété de la borne supérieure

2.1 Majorants, minorants d’une partie de R

Définition 2.1. Soit A une partie non vide de R el soient M et N des réels. On dil que
o M est un majorant de A (ou A est majorée par M) siVr € A, x < M.
e m est un minorant de A (ou A est minorée par m ) siVx € A, x> m.

o A est bornée si elle est & la fois majoré et minoré.
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L’ensemble des majorants (resp. minorants) de A sera noté M(A) (resp. M(A)).

Remarque 2.1. Il faut garder a Uesprit que le majorant ou le minorant n’existent pas toujours, en

plus on n’a pas unicité.

Exemple - L’intervalle | — 0o, 1] est majorée par 1 mais par tous les éléments de [1,+o00[, par contre

il n’est pas minoré.

2.2 Plus grand/petit élément d’une partie de R

Définition 2.2. Soit A une partie non vide de R et soient M et N des réels. On dit que

— M est le plus grand élément (ou mazimum) de A, si

M majore A
MecA

~ N est le plus petit élément (ou minimum) de A, si

N minore A
NeA

Remarque 2.2. Comme pour le majorant et le minorant, il n’existe pas toujours de maximum ni de

minimum, par contre on a l'unicité :

Théoréme 2.1. Si A posséde un plus grand (resp. petit) élément, celui ci est unique. On le note alors

max A (resp. min A).

Démonstration. Soient M, M’ € R. On suppose que M et M’ deux plus grands éléments de A. Alors
par définition on aura
M<MetM<IM=M=M a

Exemples
1. max[0,1] = 1, min[0,1] =0
2. ]0,1[ n’a pas de plus grand élément, ni de plus petit élément.

3. [0,1] a pour plus petit élément 0 et n’a pas de plus grand élément.

4. Soit A = {1 - %/n € N*}. Notons u, =1 — % alors A = {u,/n € N*}

— A n’a pas de plus grand élément : Supposons qu’il existe un plus grand élément M = maxA.
On aurait alors u, < M, pour tout u, donc M > 1 — — . Faisant tendre n — +oo cela
implique M > 1. D’autre part, comme M est le plus grand élément de A alors M € A.
Donc il existe ng tel que M = u,, . Mais alors M =1 — - < 1. Ce qui est en contradiction
avec M > 1. Donc A n’a pas de maximum.

— min A = 0. En effet, il y a deux choses a vérifier tout d’abord pour n =1, u; = 0 donc 0 € A.

Ensuite pour tout n > 1, u, > 0. Ainsi min A = 0.
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2.3 Borne supérieure, borne inférieure d’une partie de R.

Définition 2.3. Soit A une partie non vide de R .

1. Si 'ensemble des majorants de A n’est pas vide et s’il admet un plus petit élément, alors celui-ci
est appelé borne supérieure de A et noté sup(A). La borne supérieure (lorsqu’elle existe) est donc

le plus petit des majorants.i.e

sup(A) = min M(A)

2. Si l’ensemble des minorants de A n’'est pas vide et s’il admet un plus grand élément, alors celui-ci
est appelé borne inférieure de A et noté inf(A). La borne inférieure (lorsqu’elle existe) est donc

le plus grand des minorants. i.e
inf(A) = maxM(A)

Exemples -

1. A =]0,1], ’ensemble des majorants est [1,+00[, celui-ci admet un plus petit élément qui est
1, donc sup(A) = 1. L’ensemble des minorants de A est | — 00,0] qui admet un plus grand
élément : 0, donc inf(A) = 0.

2. A =|1,+4oc0[, ’ensemble des majorants est vide donc A n’a pas de borne supérieure. L’ensemble

des minorants est | — 0o, 1], donc inf(A) = 1.

Voici le lien entre maximum et borne supérieure (ou minimum et borne inférieure) :

Théoréme 2.2. Si A posséde un plus grand (resp. petit) élément, alors A posséde une borne supérieure
(resp. inférieure), de plus

sup A =max A (resp.inf A = min A)

Démonstration. Nous devons montrer que ’ensemble M des majorants de A posséde un plus petit
élément-alors A possédera une borne supérieure-et qu’en fait ce plus petit élément est max A, on aura
donc sup A = max A. Deux chose a vérifier donc :

— que max A € M : or par définition, max A majore A

— que max A minore M : or par définition max A € A. O

Donnons des caractérisations des bornes supérieure et inférieure d’un ensemble, permettant de

reconnaitre si un réel est bien le sup ou inf d’un ensemble donné A :
Proposition 2.1. (Caractérisation de la borne supérieure)
Soit A une partie non vide de R et o un réel. Il y a équivalence entre :
1. « est la borne supérieure de A.
2. ()Vee A, z<a e (i) Vy<a, JxeA y<z<a.

On écrit souvent (ii) sous la forme

(i7) Ve >0,3xr € A, a—e <z < a
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O de facon équivalente
1
(i)' Vn>1,32€ A, a——<z<a
n

1
Exemple - Reprenons ’exemple de la partie A = {1 ——/ne€ N*}.
n

Montrons que sup A = 1 en utilisant la caractérisation de la borne supérieure.
(i) si z € A, alors x <1 (1 est bien un majorant de A);

(ii) pour tout y < 1, il existe z € A tel que y < z : en effet prenons n suffisamment grand tel que

1
0<—<1l—-y.Alorsonay<1l——<1.Doncx=1—-— € A convient. Par la caractérisation
n

n
de la borne supérieure, sup A = 1.
Démonstration.

1. Montrons que sup A vérifie ces deux propriétés (i) et (i7). La borne supérieure est en particulier
un majorant, donc vérifie (¢). Pour (éi), fixons y < sup A. Comme sup A est le plus petit des
majorants de A alors y n’est pas un majorant de A. Donc il existe x € A tel que y < x. Autrement
dit sup A vérifie également la seconde propriété.

2. Montrons que réciproquement si un nombre « vérifie ces deux propriétés, alors il s’agit de sup A.
La premiére propriété montre que « est un majorant de A. Supposons par I’absurde que « n’est
pas le plus petit des majorants. Il existe donc un autre majorant y de A vérifiant y < «. La
deuxiéme propriété montre 'existence d’un élément x de A tel que y < = < «, ce qui contredit
le fait que y est un majorant de A. Cette contradiction montre donc que « est bien le plus petit
des majorants de A, & savoir sup A.

3. (4i)" est une réécritures de (it) , car un réel y vérifie y < sup A si et seulement si l supA —y >0

c’est-a-dire si et seulement si on peut écrire y =sup A —e avec e > 0. [
On peut aussi donner une version pour la borne inférieure
Proposition 2.2. (Caractérisation de la borne inférieure)
Soit A une partie non vide de R et 8 un nombre réel. Il y a équivalence entre :
1. B est la borne inférieure de A.
2. (i)Vee A, B<z e (i))Vy>p, IxeA, pL<x<ly.

On écrit souvent (ii) sous la forme
(i) Ve >0,3x € A, B<ax <P +e

O de facon équivalente :
1
(i1)" Yn> 1,3z, € A, B< 2, < B+ —
n

Démonstration. Identique a celle de la proposition précédente. [

Exemple - En utilisant la caractérisation de la borne inférieure, nous allons montrer que

1
inf{,n € N*} =0.
n
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1
Notons B = {,n € N*}. On a pour tout n € N*,
n

0<

3=

et donc (i) est vérifié. Vérifions maintenant (i7). Soit £ > 0. Il s’agit de trouver un ny € N* tel que
1
E>— .
no
Cette inégalité est équivalente a

ng > —.
&

1
Or Dentier ng = [} + 1 vérifie cette inégalité et (ii) est vérifiée.
5

Théoréme 2.3. (Opération sur les bornes supérieures)

On suppose que A et B possédent chacune une borne supérieure.

(i) Si A C B alors : sup A < sup B.

(i1) L’ensemble A|J B posséde une borne supérieure et de plus;
sup A U B = max {sup A, sup B}
(i4i) L’ensemble A + B posséde une borne supérieure et de plus;
sup(A + B) =sup A + sup B
(iv) Pour tout A\ > 0, l'ensemble NA posséde une borne supérieure et de plus;
sup(AA) = Asup A

Démonstration.

(i) Pour tout z € A, x € B donc z < sup B donc sup B majore A, d’ou sup A < sup B.

(ii) Pour tout x € A|UB si x € A alors x < sup A < max {sup A,sup B}, et de méme, si z € B
alors x < sup B < max {sup A, sup B}. Bref, max {sup 4, sup B} majore A|J B.
Soit s < max {sup A,sup B}. Alors s < sup A ou s < sup B, donc s ne majore pas A ou s ne
majore pas B, donc il existe x € A|J B tel que s < x, ce qui prouve que s ne majore pas A|J B.
Conclusion : max {sup A, sup B} est le plus petit majorant de A|J B, donc sup(AJ B) existe et
vaut max {sup A, sup B}.

(iii) exercice.

(iv) exercice. O
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2.4 Propriété de la borne supérieure

Le résultat qui suit est une propriété essentielle de 'ensemble des réelles. Directement ou non,
c’est de lui que nous allons déduire tous les grands théorémes de programme : Théoréme de la limite
monotone, théoréme des suites adjacentes, théoréme de Bolzano weiertstrass....

Le probléme posé est simple : déterminer quelles partiers de R possédent une borne supérieure. Avant
d’énoncer le théoréme d’existence de la borne supérieure dans R, montrons que la borne supérieure

n’existe pas toujours.

Exercice 2. Considérons le sous-ensemble de Q
A= {recQqQlz? <2}

Montrer que A est majorée mais n'a pas de borne supérieure dans Q.

. 3 .
Démonstration. C’est un sous-ensemble borné de Q car, par exemple, 3 est un majorant de A et

3
—3 est un minorant de A. On peut facilement vérifier que ’ensemble des majorants de A dans Q est
définie par

M={MeQ/M >2}
Soit alors M un majorant de A dans Q. Posons

_ M?+2

Ml
2M

Nous allons vérifier que M’ est un autre majorant (dans Q) et que M’ < M, ce qui prouve qu’il n’y a

pas de plus petit majorant.

Montrons que M’ est un majorant : il suffit de voir que M'? > 2. On calcule

N (M2+2)2_2:M4—4M2+4: (M? —2)?

4M?2 4M? 402

>0

car /2 ¢ Q d’ott M? —2 # 0 dans Q.
Il reste a vérifier que M’ < M. Calculons

M*4+2  M?-2

M—M =M-
2M 2M

>0

d’otl le résultat.[d

Proposition 2.3. (La propriété de la borne supérieure)

Toute partie de R non vide et majorée admet une borne supérieure.

La propriété de la borne supérieure est trés importante mais on peut omettre la démonstration assez
technique

Démonstration. Soit E un ensemble non vide majoré de réels on va construire des intervalles emboités
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I, = [an, by] tels que U'intersection contienne au plus un point (et donc exactement un point) qui sera

la borne supérieure. Soit e € E et M un majorant de E, on pose Iy := [e, M|. Pour construire I; on
M +e

_y . . .. +e . . .
distingue deux cas : si est un majorant de F on choisit a; = e et by = T; sinon il existe

dans F un élément qui est plus grand que et on choisit a; égal a cet élément et by = M. En

itérant ce procédé on obtient une suite décroissante d’intervalles I, = [ay, by] tels que by, soit un majo-

anp — b _
rant de F, tel que a,, soit un élément de F et tel que |by+1 — ant1| < % donc |a, —by| < (]Véine)

Montrons maintenant qu’il ne peut y avoir qu’un seul point dans I’ensemble S := m I, et que c’est

neN
la borne supérieure. Tout d’abord soit s,t € S alors ces deux nombres appartiennent aussi a I, donc,

(M —e)
2n

celle des b, converge vers s. Comme tous les b, sont des majorants de F, s est aussi un majorant de

pour tout n on a |s — ] < donc |s —t| = 0 et s = t. Par construction la suite des a, comme

FE; comme tous les a, sont des éléments de E, on a que s est le plus petit majorant.

Conséquence : Il en découle que toute partie de R non vide et minorée admet une borne inférieure.
Démonstration. Soit A une partie de R non vide et minorée par un réel m, alors 'ensemble —A =
{—a/a € A} est une partie de R non vide et majorée par le réel —m. D’aprés le théoréme précédent,
—A admet une borne supérieure M et donc I'ensemble des majorants de — A est [M, 00|, on en déduit
que I'ensemble des minorants de A est | — co, —M] et donc A admet une borne inférieure qui est —M,
c’est a dire inf(A) = —sup(—A4). O

Proposition 2.4. Soit A une partie non vide de R, alors A admet une borne supérieure et une borne

nférieure dans R.

Démonstration. Soit A une partie non vide de R. Si A est majorée dans R alors admet une borne
supérieure réelle (propriété fondamentale de R). Si A n’est pas majorée dans R, alors dans R 1’ensemble
des majorants est {+0o0}, donc il y a une borne supérieure dans R qui est {400} (le plus petit majorant).

Le raisonnement est le méme pour la borne inférieure.[]

3 Approximation d’un réel

3.1 Valeur absolue

Soit « un réel, les deux nombres z et —x sont comparables puisque 'ordre est total, ce qui donne

un sens a la définition suivante :

Définition 3.1. Soit * € R, on appelle valeur absolue de x le réel noté |x| et défini par : |x| =

o] {x, stz >0
€T =

—x, s1x <0

max(z, —z). On a donc

La quantité d(z,y) = |x — y| mesure la distance entre deux réels x et y.
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On tire de cette définition les conséquences immédiates suivantes valables pour tout réel :
2| = | —z|, —|z| <z <|zl|, et |z]? = 22

Remarque 3.1. L’ensemble R peut étre assimilé a une droite graduée (i.e. munie d’un repére (O, 7),
les réels sont alors les abscisses des points de cette droite. Si A(a) et B(b) sont deuz points de cette
droite, alors le réel positif d(a,b) représente la distance de A & B, en particulier |x| représente la

distance de l'origine au point d’abscisse x.

Le résultat suivant et son corollaire donnent les régles, trés importantes, concernant la valeur absolue
en relation avec un produit, une somme et une différence de réels. Ces régles nous permettrons de

majorer, minorer, comparer c’est & dire de faire un travail d’analyse sur R.

Proposition 3.1. La valeur absolue vérifie les propriétés suivantes (qui sont celles d’une norme) :

Niz|=0=2=0
Ny :|zy| = |zllyl,  Vo,y eR
N3 |z +y| < |z| + |y| (inégalité trivangulaire)

Démonstration. Nous allons montrer la propriété N3 : ona

x4yl =V (x+y)? = Va2 + 22y +y2 < Va2 + 20zlly| + y2 = (2] + [y])2 = || + |y]

On remarque qu’il y a égalité dans cette majoration si et seulement si zy = |xy|, c’est-a-dire lorsque x

et y sont de méme signe.[]

Comme conséquence, on a le corollaire suivant :

Corollaire 1. 1. Sia>0etxeRona|r|<a<= —-a<z<a

2. On a Uinégalité ||z| — |y|| < |z —y|, Vz,y€R.

Démonstration.

IN

1. Par hypotheése, si [z] < a alors:siz >0,z =|z| <a,siz <0, |z| = -2 <a<s x> —adou
—a < z < 0. Dans tous les cas on a donc —a < z < a.
Réciproquement, si —a <z < a, (& —a < —x <a)alors:siz >0,0<z=|z|<a;siz <0,

0 < —z = |z| < a. Dans tous les cas on a donc |z| < a d’ou le résultat d’équivalence.

2. D’apreés le point (1), on a ||z|—|y|| < |[z—y| & —|z—y| < |z|—|y| < |x—y| d’ou les deux inégalités
a montrer : —|x —y| < |z| — |y| et || — |y| < |z — y|, inégalités équivalentes & |y| < |z| + |z — y|
et |z| < |y| + | — y|. Ces deux derniéres inégalités sont vraies comme conséquence de l'inégalité
triangulaire ; par exemple |y| = |y —x+z| < |y — x|+ |z|, idem avec |z| en posant |z| = |z —y+y].
U
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Pour compléter les régles précédentes, nous donnons maintenant deux caractérisations concernant
I’égalité d’un réel avec 0, d'une part, et la relation d’ordre < entre deux réels d’autre part. Ces ca-
ractérisations sont trés pratiques car, souvent, quand on fait de ’analyse réelle, les nombres que I'on

manipule sont formels et ont des propriétés connues "a € pres".

Corollaire 2. 1. Pour a € R on a léquivalence : a =0 <= |a| <e, Ve > 0.

2. Pour a et b € R, on a Uéquivalence : a <b<=a <b+e, Ve>0.

Démonstration.

1. Si a =0, alors 0 = a = |a| < € pour tout £ > 0. Montrons la propriété réciproque (|a| < e, Ve >
a
0 = a = 0) par contraposition : si a # 0 on pose g9 = |2’ > 0 et on a alors |a|] = 29 > &o.

2. Sia <b,alors pour tout e >0onab<b+edona<b<b+e. Montrons également la propriété

réciproque (a < b+¢, Ve > 0 = a < b) par contraposition : si a > b (négation de a < b) alors
a—"b a—b b4+a a+a

onab+ey=b+ 5~ < > = a.l]

Exemples - Pour deux réels a et b quelconques nous pouvons exprimer le plus grand (resp. petit)

en posant gg =

des deux, en fonction de a,b et de la valeur absolue de la différence |a — b|, de la fagon suivante :

1 1
max(a,b) = 5(@—!— b+la—0bl), min(a,b)= §(a—|— b—la—10|)

3.2 Partie entiére

Propriétés 1. R vérifiec la propriété suivante ; dite d’Archimeéde :
VreR, Vy e R™, dnecN z<ny

On dit aussi que R est un corps archimédien.

Démonstration. Par 'absurde, supposons que Vn € N, z > ny. Soit A = {ny/n € N*}, A est non vide
(contient y) et majoré par x, donc A admet une borne supérieure. Soit b = sup(A), on a b—y < b donc

il existe un entier ng € N tel que b—y < ngy, d’ott b < (ng+ 1)y ce qui est absurde car (ng+1)y € A.0

Cette propriété peut sembler évidente, elle est pourtant essentielle puisque elle permet de définir la

partie entiére d’un nombre réel :

Proposition 3.2. (et définition)

Soit x € R, il existe un unique entier relatif p, tel que :
psx<p+l

p est appelé la partie entiére de x et noté E(x) ou parfois [z].
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Exemples - £(13) =13, F(3,9)=3, FE(-2)= -2, mais attention F(-7,4)= —8 (et non pas) —7
Démonstration. Existence. Si x > 0, par la propriété d’Archiméde il existe n € N tel que z < n.
Soit I’ensemble K définie par

K ={keN|k <z}

K est donc fini (car pour tout k dans K, on a k < n). Il admet donc un plus grand élément ky,q, =

max K. On alors kpay < 2 car kpar € K, et kpar + 1 > 2 car ke, + 1 ¢ K. Donc
kma;r S X < km,aa: + 1

et on prend donc E(z) = kmnaq-

—E(—z)—1 siz¢Z
—E(—x) six €
Unicité. Si k et [ sont deux entiers relatifs vérifiant k <z < k+1letl <x <[4+ 1, on a donc

Si z <0, I'entier E(z) défini par E(z) = convient.

k <x <l+1, donc par transitivité k < [+ 1. En échangeant les roles de [ et k, on a aussi | < k + 1.
On en conclut que I — 1 < k <141, mais il n’y a qu’un seul entier compris strictement entre [ — 1 et
l+1, cest [. Ainsi k = (.00

Remarque 3.2. — A partir de la démonstration, on peut remarquer, que E(x) est le plus grand
entier n tel que n < x. De méme, E(x) + 1 est le plus petit entier m tel que x < m.
— La fonction x — E(x) est une fonction croissante, continue en tout point non entier, continue
G droite en un point entier.

— Pour tout x € R, on a I’ inégalité suivante, trés utile en pratique
r—1<E(@x) <z

3.3 Application : Approximations décimales

Parmi les rationnels, les décimaux ont un role pratique important, leur intérét est d’approcher les

réels d’aussi prés que ’on veut, ce qui permet les calculs sur les réels.
Définition 3.2. Un réel d est un nombre décimal s’il existe n € N tel que 10"d € Z

Définition 3.3. Soient x,e deux réels avec € > 0.
— On appelle valeur décimal approchée de x a ¢ prés par défaut l'unique décimal d tel que
d<z<d+e.
— On appelle valeur décimal approchée de x a £ prés par excés ['unique décimal d tel que
d—e<z<d.

Proposition 3.3. Soit x un réel. Pour tout n un entier naturel il existe un unique entier q, tel que

dn Gn +1
n
1om =7 T1om

% est un nombre décimal approchant x & 107" prés par défaut.
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Démonstration. On a :
E(z10") < 210" < E(x10™) + 1

don E(z107) E(z107)
x x
A AP A e 10"
o S T < o + 10
_ L. L . ) E(x10™)
donc d; = E(210™)10~"™ est un nombre décimal approchant x & 10~" preés par défaut, et dy = T—i—

107" un nombre décimal approchant x & 10™" pres par excés. [J

3.4 Densité des rationnels et irrationnels dans R

Nous avons vu que ’ensemble des nombres rationnels est contenu dans ’ensemble des réels. Nous
allons montrer que tout nombre réel peut étre approché d’aussi prés que 1’on veut par un rationnel (on
dit que Q est dense dans R) et que pour tout rationnel il existe un irrationnel aussi prés que 'on veut

de celui-ci.

Définition 3.4. (densité) Soit D une partie de R. On dit que D est dense dans R si et seulement si
Ve,y €eR, z<y, ddeD; z<d<y

Voici une autre définition équivalente (et trés utile) :
Ve e R,Ve >0,3de D, |z—d<e

Théoréme 3.1. Soit D une partie dense dans R, x et y deux réels teld que x < y. Il existe une infinité

d’éléments de D enire x et y.

Démonstration. Soit I = {d € D, v < d < y}. Puisque D est dense dans R, I est non vide. Supposons
que I est fini. Il existe, alors un entier n > 0 tel que I = {d;,da,--- ,dy,}.
On pourrait les classer par ordre croissant : di < d2 < --- < dy; Uintervalle |z, d;[ ne contiendrait

aucun élément de D, ce qui contredirait le théoréme précédent.
Théoréme 3.2. L’ensemble des nombres rationnels Q est dense dans R.

Démonstration. Soit a,b deux réels tels que a < b. 1l suffit de trouver un rationnel P tel que
q

a<£<b.

q

Soit y =b—a > 0et x =1. D’apés la propriété d’Archimeéde, il existe un entier g tel que
gb—a)>1 = qa+1<qbd

Soit p = [ga] + 1. On a alors
ga <p<qga+1<qb.
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En divisant par g on a le résultat désiré.
Théoréme 3.3. L’ensemble des nombres irrationnels R\ Q est dense dans R.

Démonstration. TD.

21
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1 Généralités sur les suites

1.1 Définitions

Définition 1.1. Une suite dans R est une application
u:N—R

qui associe a tout entier n > ng un réel u(n) que l'on notera u, plutét que u(n). Une telle suite sera
notée (Up)n>ny, Un est appelé le terme général de la suite et uy, le premier terme.
Exemple - Une suite peut étre définie :

1. Sous forme explicite. Par exemple, la suite de terme général

9n — 20

Up = p) ’

pour tout n > 1.
n

c’est une suite dont les premiers termes sont

7

1
up = —11;uy = —§;U3 = g;u4 =Lus=1;....

2. Sous forme récurrentes. Par exemple, la suite définie par

UQ::2
2up
Un41 = 1f11n7 n 2 1.

[oe]

Ainsi, uy = % et ug = 2.

1.2 Suites monotones

Définition 1.2. 1. Une suite (up)n>n, €st dite croissante (resp. décroissante) si pour tout n > no,

Up < Upt1 (TESP. M > No, Un > Uny1)-

2. Une suite (Up)n>n, est dite strictement croissante (resp. strictement décroissante) si pour tout

n > ng, Up < Upt1 (TESP. M > No, Up > Unt1)-
3. Une suite est dite monotone si elle est soit croissante, soit décroissante,

4. S’il existe p € N tel que Yn > p,up, = up, (uy) est dite stationnaire & partir du rang p.

Remarque 1.1. Le sens de variation d’une suite (un)n>0 peut étre étudier de deuz fagon :

1. La suite (up)n>0 est croissante (respectivement. décroissante) si et seulement si Upt1 — Up > 0

(respectivement up 11 — uy < 0)

2. Si la suite (Up)n>n, est strictement positive c’est-a-dire Vn, u, > 0 alors
Un+1
>1.

— La suite (up)n>0 est croissante si et seulement si
> w,
Un+1

Unp,

— La suite (up)n>0 est décroissante si et seulement si

<1.
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Exemple -

1. La suite (u,),>1 définie par u,, = — est une suite strictement décroissante. En effet, pour
= n

tout n € N*, on a
1 1 -1 <0
Upy1 — Up = -——= .
+ n+1 n nn+1)

(="

2. La suite (uy),>1 définie par u, = n’est ni croissante ni décroissante. En effet, u; < us
= n
et ug > us.
1.3 Suites bornées
Définition 1.3. 1. Une suite (up)n>n, est dite majorée (resp. minorée) s’il existe un réel M € R

tel que, pour tout n > ng, up, < M (resp. u, > m).

2. Une suite est dite bornée si elle est o la fois majorée et minorée. Autrement dit s’il existe m, M €

R* tel que, pour tout n > ng, m < u, < M.

En pratique il est plus facile d’utiliser la caractérisation ci-dessous pour montrer qu’une suite est

bornée.

Remarque 1.2. Une suite (upn)n>n, est bornée si et seulement s’il existe un réel positif A tel que l'on
ait
Exemple -

1. La suite (u,),>1 définie par u, = est bornée. En effet, pour tout n € N, on a |u,| < 1.

2. La suite (u,),>0 avec u, = 2" est croissante mais n’est pas majorée.

_1)»
3. La suite (u,),>1 définie par u, = u est bornée mais n’est pas monotone.
= n

2 Nature d’une suite

2.1 Suites convergentes et suites divergentes

Définition 2.1. (Suite convergente) On dit que la suite de nombres réelles (un)n>n, converge vers
une limite £ € R si pour tout voisinage V de £, u, appartienne & V a partir d’un certain rang . Cela
est équivalent o dire

Ve >0 IN. <ngy tel que: VYn > N |u, —£| < e. (2.1)

On note alors

lim u, = /.
n—>-+oo

L’équivalence suivante est évidente :

lim w,=0 < lim |u, — ¢ =0. (2.2)

n—>-+o0o n—>-4oo
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9n — 20
Exemple - La suite définie par u, = n 5— converge vers 0. En effet soit ¢ > 0. Alors
n
9n — 20 9
lun — 0] = | —5—| < = <e¢
n n
. 9
dés que n > —. Il suffit donc de prendre
€
9
N = H 11
€

9 9 9 9
on a N > — et ainsi — < ¢. Donc, pour tout n > N, — < — <. Donc
€ N n N
. 9n — 20
lim =

n——+oo n2

0.

Proposition 2.1. On peut utiliser une inégalité large dans la définition de convergence. Une suite

(un)n converge vers une limite £ € R si et seulement si
Ve >0 3AN: > ng tel que: Yn > N |u, — ¥l <e

Démonstration. = est évidente puisqu’une inégalité stricte est & fortiori large.

. 3 . . .
< soit € > 0. Posons ¢/ = — > 0. Il existe un rang N € N & partir duquel |u, — ¢| < ¢’ et a partir de
cerang, on a |u, — ¢ <& <e. O

Si le réel ¢ n’existe pas, la suite est dite divergente. Avec les quantificateurs on écrit,
VleR, 3¢ >0, VN eN* In>N, et |u, — 1] >¢

Une suite peut diverger tout en tendant vers too.

Définition 2.2. (Suite divergente)

1. On dira que la suite (up)p>n, diverge vers +00 et on notera lin_lF Uy = +00 81
- n—-—+0oo

VA € R, AN > ng tel queVn > N,u, > A.

2. On dira que la suite (up)nen diverge vers —oo et on notera lim  wu, = —o0 si
n—-—+00

VB € R, AN > ng tel que Vn > N,u, < B.

Remarque 2.1. 1. On obtient une définition équivalente en remplacant VA € R” par "VA € R*”.
2. On obtient une définition équivalente en remplagant VB € R” par VB € R™”.

Exemple -

1. La suite (u,)pen définie par u, = n diverge vers +oco. En effet, pour tout A € R, prenons
N =[A]+1. On a, N > A et donc pour tout n > N, u, > A.
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2. La suite (u,) définie par u,, = (—1)" est divergente. En effet, supposons qu’elle est conver-
gente, alors :
HeR, Ve >03IN, e N“tel que: Vn > N, |(-1)" —{| <e.

1
Avec ¢ = > cela donne :

1 1
I e R, IN. € N* tel que: Vn > N, £—§<(—1)"<€+§.

1 1
Pour un entier pair tel que n > N, ona€—§<1<€+§.

Doncﬁe}l 3{

2°2

Pour un entier impair tel que n > N,ona (— - < -1 </{+ 5
3 1

D le|—,—=].

onc } 5 2[

Ce qui est absurde.

2.2 Propriétés de convergence des suites

Théoréme 2.1. (Unicité de la limite)

Si (Un)n>n, converge vers une limite alors cette limite est unique.

Démonstration. Raisonnons par absurde et supposons que (uy)n>n, converge vers deux limite ¢; et

62 avec 61 75 62.
141 — &
4

Prenons € = . Puisque la suite converge vers {1 et s, il existe N1 > ng et Ny > ng tel que

Vn > Ny, |u, — 41| <e, et Vn > N, |u, —la] <e. (%)

Choisissons un entier n tel que n > N = max(Ny, No). Il vient, d’aprés I'inégalité triangulaire et (%),

161 — Lo

0<\€1—€2|:|€1—un—|—un—€2|§|€1—un|+\un—€2|<28: 5

On abouti donc & une contradiction ce qui achéve la preuve de la proposition. |
Proposition 2.2. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit (un)n>n, une suite convergente vers £ € R. Prenons ¢ = 1. Il existe donc un
entier N > ng tel que
Vn > N, |u, — £ < 1. (%)

Notons M; = max{|un,l, ..., |lun-1]}, M2 = |l| +1 et M = max(My, M3). Pour tout n > ng, on a
deux cas :
e Sing<n<N-1,o0na
lun| < My < M,
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e sin > N, on adaprés () et 'inégalité triangulaire,
[un| = |un — L+ < |u, — €]+ €] <1+ 4] < M.

Nous avons donc montré que
Vn > ng, lun| < M

ce qui montre que la suite est bornée. ]
1
Exemple - La suite u,, = ) est convergente vers 0 donc elle est bornée et ’on a bien 0 < u, < 1.
n

n

Mais, la réciproque est fausse. Pour le voir, considérons la suite (u,),>0 définie par u, = (—1)" est

bornée (|u,| < 1) mais n’est pas convergente.

2.3 Opérations algébriques sur les suites convergentes

Proposition 2.3. Soient (up)n>ne €t (Vn)n>n, deuz suites réelles telles que

lim wu, =41 et lim v, = 5.
n—>-+oo n—>-+oo

Alors, on a :

1. La suite somme (up + vy )y est convergente, de plus on a lim (u, 4+ vy,) = 1 + Ca.
n—>-+4oo

2. La suite produit (u,vy)n est convergente, de plus on a lin_l|r (upvy) = £1la. En particulier pour
n—-—+oo
tout a € R, lim (au,) = al;.
n—-+00

1 1
3. Si pour tout n > ng, vy, # 0 et bo #0, alors lim — = —.
Nn—>+00 Up, Lo

4. Si pour tout n > ng, u, < vy, (respectivement u, < vy), alors {1 < ls.

Démonstration.

1. Soit € > 0. Il existe donc N1 > ng et Ny > ng tels que

Vn>N1,|un—€1|<§ et Vn> No, \un—zgy<g. (P1)
Posons N = maxz(Ny, N3). Il vient, d’aprés U'inégalité triangulaire et (P1),
Vn > N, |up + v, — (01 +02)| = Jup — b1 + vy, — lo] < |up, — O] + |vn, — lo] < %—i—%:a
2. Comiencons par remarquer que, pour tout n > ng, on a
UnUp, — L1ly = (up, — £1) vy + (v, — €2)41, (P2)

et que la suite (v, )n>n,, €tant convergente, elle est bornée en vertu de la Proposition 2.2. Il existe
donc un réel M > 0 tel que
Vn > ng, |vn| < M. (P3)
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Maintenant, il existe deux entiers N1 > ng et No > ng tels que

9 9

Vn > Ny, —l| < = et Vn> No, — b < ———7. P4
Prenons N = max(Ny, Na). Il vient d’apres l'inégalité triangulaire, (P2), (P3) et (P4),
lnvn — €1l < [tn — C1l|vn| + [on — Lol|a] < =M + ————|t1] < &
nUn 182 > |Un 1[|Un n 2111 oM 2(’51’4—1) 1 .
l
. Puisque ¢ # 0, il existe un entier N1 > ng tel que pour tout n > Ny, on a |v, — l3] < ‘22’ Ceci
entraine que
14
Vn > Ny, |vg| > 22| (P5)
D’un autre c6té, on a, pour tout n > ng
1 1 -/
L M (P6)
Un ly "Un€2|
Soit € > 0, il existe Ny > ng tel que
€
Vn > N, |’Un — £2| < (52)25 (P7)
Posons N = maxz(Ny, Na). Il vient, d’apres (P5), (P6) et (P7),
1
Yn>N, | —— —| <e.
Un 62
. Pour tout € > 0, il existe un entier n > ng tel que
€ € € €
€1—§<UJ”<£1+§ et £2—§<’Un<£2+§.
Ces deux doubles inégalités entrainent que
€ €
fl—§<un§vn<€2+§,
et donc f1 < f9 + € pour tout € > 0 et ainsi £ < {lo. [ |
2.4 Opérations algébriques sur les suites divergentes
Proposition 2.4. 1. Si (up)n tend vers +oo (respectivement vers —oo) et si (vy)n est une suite

minorée (respectivement magjorée), alors (u, + vy,) tend vers 400 (respectivement vers —oo).

2. Si (up)n tend vers +o0o (respectivement vers —oo) et si (vy)n est une suite qui converge vers v,

alors (upvy,)n tend vers +oo (respectivement vers —oo) siv > 0 el vers —oo (respectivement vers
+o0) siv < 0.
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1
3. Si (up)n tend vers +00 (respectivement vers —oo) alors — converge vers 0
n

1
4. St (up)n tend vers 0 et u, > 0 (respectivement u, <0 ) alors — tend vers +oo (respectivement
Unp,
vers —oo)

Démonstration.

1. Soient (uy), une suite qui tend vers +o00 et (vy,), une suite minorée. Il existe My € R tel que
v, > My pour tout n € N. De plus, pour tout M € R, il existe N € N tel que

n>N=— u, >M-— M,

Par conséquent
VM eR, 3N €N, (n> N = uy, + v, > M)

2. Soient (uy), une suite qui tend vers 400 et (vy,), qui converge vers v. Il existe N1 € N tel que

n>N1:>O<%<vn<?v

Soit A € R | il existe Ny € N tel que
2A
n > N2 = Up, > 7
Pour n > max (N7, N2), nous avons bien

UpUp > A.

3. Etant donnée € > 0, il existe NV € N tel que
1
n>N—u, > —
€

Par conséquent

1
n>N——<e¢
Un

La propriété 4 est immédiate. B
Corollaire 3. 1. Sideux suites (up)y et (vy)n tendent vers +o0o (resp. —oo) leurs somme (Up~+vp )n
tend vers +0o (resp. —o00).

2. Si (up)n tend vers +oo (respectivement vers —oo) et si (vy)n est une suite convergente alors leurs

somme (Up + Uy tend vers +0o (resp. —o0).
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3 Critéres de convergence d’une suite

3.1 Théorémes de comparaison et d’encadrement
Théoréme 3.1. (Théoréme des gendarmes) Soient (un)n>ngs (Un)n>ne €t (Wn)n>n, trois suites
réelles. On suppose que

n > ng, up < w, < v, et lim wu,= Ilm wv,=".
n—-+o0o n—-+o00

Alors

lim w, = /.
n—> —+00

Démonstration. Soit € > 0. Il existe N1 > ng et Ny > ng tels que
Vn>Ny, l—e<u,<e+l€ et Yn>Noy l—c<uv, <e+/.
Posons N = max(Ny, N3). Il vient
Vn>N, l—c<u, <w, <v, <e+ L.

Ceci montre que lim w, = /. |
n—+00

Exemple -

. q- . . . cosn . . .
1. Considérons la suite (uy),cn< définie par u, = ——. Puisque —1 < cosn < 1, on déduit que
n

1 1
- S Unp, S -
n n
. . 1 . 1 . ..
Maintenant, commeona lim — = Ilim —— =0, en appliquant le principe des gendarmes,
n—-+4ocon n——4oo n
on déduit que
: cosn
lim =0.

n—-+oo n

Le théoréme des gendarmes s’étend de la maniére suivante :

Corollaire 4. Soient (up)n>ny €t (Un)n>n, telles que, pour tout n > ng, uy < vy,. Alors :

1. 5S¢ lim w, = +oo alors lim v, = +oco.

n—-+oo n—>-+o0o
2.8 lim wv,=-—00 alors lim wu, = —o0.
n—-+oo n—-+o0o
Démonstration.

1. Soit A > 0. Puisque lim wu, = +o0, il existe N > ng tel que pour tout n > N, u,, > A. Or

n—-+oo
Up, > Up, on déduit alors que pour tout n > N, v, > A et donc  lim v, = +o0.
n—-4oo
2. Raisonnement similaire & celui de 1. [ |

Théoréme 3.2. (Obtention de convergence)

Si a partir d’un certain rang |u, — €| < v, et st lim v, =0 alors lim wu, =/
n—-+oo n—-+o0o
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Démonstration. On suppose qu’il existe N1 € N tel que
Vn > N1, |u, — 2] <w,
Soit € > 0. Puisque nirrioo v, = 0 il existe Ny € N tel que
Vn > No,  |ug| <e
et donc v, < e. Pour N = max(Ni, N2), on a
Yn>N, |u,—/{<e
[ |

Remarque 3.1. Cette démarche est souvent plus efficace que le théoréme des gendarmes car on n’y

utilise qu’une inégalité au liew de deux, ce qui est pratique pour la multiplication d’inégalités. Cependant

elle nécessite de Uintuition car pour Uinitier il faut avoir deviner quelle est la limite de (uy,).

3.2 Critére de la convergence monotone

En s’appuyant sur la propriété de la borne supérieure, on va démontrer le théoréme des suites

monotones bornées, qui permet de savoir si une suite est convergente sans connaitre sa limite.

Théoréme 3.3. (Théoréme des suites monotones)

1. Toute suite (up)n>n, croissante majorée (resp. décroissante minorée) est convergente et, en plus,

on a
Sup un 8 (Up)n>n, est croissante,

lim w, = ™"
n—+00 1£1f Up, ST (Un)n>n, st décroissante.

n>ng

Toute suite croissante (respectivement décroissante) non magjorée (respectivement non minorée)

tend vers +oo (respectivement —oo).

. Démonstration. Supposons que la suite (up)n>n, €st croissante majorée et notons £ = sup u,
n>no
qui existe d’aprés le théoréme de la borne supérieure.

Soit € > 0. D’aprés la caractérisation de la borne supérieure, il existe un entier N > ng tel que
l—e<uy </
Maintenant, puisque la suite est croissante, il vient
Vn>N, l—ec<uy <u, <l</l+e.

Ceci montre que lim u, = /.
n—-—+oo
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Pour une suite (uy)n>n, décroissante minorée, la suite (—uy)n>n, €st croissante majorée et

sup (—uy) = — inf u, et ce qui précéde permet de conclure.
n>ng n2no

2. Soit (uy,) une suite croissante et non majorée. Soit A > 0, il existe N > ng tel que uy > A.

Comme la suite est croissante, pour tout n > N, nous avons u, > A. |

Remarque 3.2. Ce théoréme dit que si une suite est croissante alors soit elle converge, soit elle diverge

vers +00.

3.3 Critére de d’Alembert
On peut maintenant introduire un critére dit de d’Alembert :

Proposition 3.1. (Critére de d’Alembert)

Soit (uy) une suite réelle tel que

Un+1
Up

=/

n—-+o0o

alors on a
(i) Sit <1, la suite (u,) converge vers 0.
(ii) Si € > 1, la suite (uy) tend vers +oo.

(iii) Si £ =1 on ne peut rien dire.

1—
Démonstration. Montrons (i). Pour € = — > 0, il exite N > ng tel que

+1

2

Un+1
Un

Unp+41
Un,

Vn>N, [(—e< <fl+e=0<

4+
On pose p = , alors on aura

[tnta] < plun|

Par récurrence on obtient
| < plun—1] < p(plun—s|) < ... < p" N |uy|

Puisque 0 < £ < 1 alors 0 < p < 1 et donc p" ¥ tend vers 0, on en déduit le résultat. La seconde

partie se démontre de la méme fagon. |

3.4 Caractérisation de la borne supérieure et la borne inférieure par les suites

Proposition 3.2. Soit A C R. Alors :

1. o = sup A si et seulement si o est un majorant de A et il existe une suite (an)n>n, telle que,

pour tout n > ng, a, € A et lim a, = a.
n—>—+00

2. B =1inf A si et seulement si B est un minorant de A et il existe une suite (an)n>n, telle que, pour

tout n > ng, a, € A et lim a,=p.
n—->—+00
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3. A n’est pas majoré si et seulement si il existe une suite (ap)p>n, telle que, pour tout n > ng,

anp € A et lim a, = +oc.
n—>-+400

4. A nest pas minoré si et seulement si il existe une suite (an)n>n, telle que, pour tout n > nog,

anp € Aet lim a, =—c.
n—>-+400

Démonstration. Nous allons montrer la premiére assertion, les autres se démontrent d’une maniére
analogue. Nous allons démontrer une équivalence.
Supposons que a = sup A. D’abord « est un majorant de A par définition. D’aprés la caractérisation

de la borne supérieur, pour tout n € N*, il existe un élément a, € A tel que
a——<ap < a.
n

Le critére de comparaison montre d'une maniére évidente que la suite (a,)nen+ st une suite de points
de A qui converge vers a.

Inversement, supposons que « est un majorant de A et qu’il existe une suite (an)n>n, telle que, pour
tout n > ng, a, € Aet lim a, = a. Pour montrer que o = sup A, il suffit de montrer le (i7)" de la

n—>-+oo

proposition (1). En effet, soit £ > 0. Puisque lim a, = «, il existe N > ng telle
n—> —+00

a—e<any <a+te.

Puisque ay € A, on peux conclure. [ |
Exemple -
1. Soit A =] —1,+00[. On a inf A = —1 car —1 est un minorant de A et la suite (—1+ %)n>1 est

une suite de points de A qui converge vers —1.
La partie A n’est pas majorée car la suite (n), ., est une suite de points de A qui diverge
vers +00.

2. Soit A =] — 00,3[. On a supA = 3 car 3 est un majorant de A et la suite (3— L

n)n21 est une

suite de points de A qui converge vers 3.
La partie A n’est pas minorée car La suite (—n), ., est une suite de points de A qui diverge

vers —oo.

3. La partie A = {\/ﬁ+ %,n € N*} n’est pas majorée car la suite (\/ﬁJr %)neN* est une suite de

points de A qui diverge vers +oo.

3.5 Caractérisation séquentielle de la densité
Théoréme 3.4. Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si pour tout x € R, il

existe une suite (an)y, d’éléments de A telle que

z= lim a,
n——+oo

Démonstration.
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— Supposons A dense dans R et x € R. Alors pour tout n > 0, il existe a,, € A tel

1
rT<ap<xT+ —
n

Le critére d’encadrement, implique que lim a, = x, donc on a construit une suite d’élément de
n—-+0oo
A qui converge vers x.

— Inversement, soit z,y € R tel que x < y. Par hypothése, il existe une suite (ay), d’éléments de A

telle que lim a, = T Y. Alors, pour € = g, il existe NV € N* tel que
n—-+00 2 2
Vn > N, an—x;y‘<y;x<:>a:<an<y

4 Suites particuliéres

4.1 Suites arithmétiques et suites géométriques

Définition 4.1. (Suites arithmétiques)

Une suite (uy), est appelée une suite arithmétique s’il existe un nombre r tel que,
VN, Uptl —Up =T

Le nombre r s’appelle la raison de la suite.

Propriété 1. Soit (up)nen une suite arithmétique de raison r, alors
— Pour toutn € N, on a

Uy, = Uy + N7
— D’une maniére générale,
Up = up + (n —p)r

- Sir >0 la suite tend vers 400, et si v < 0 la suite tend vers —oo.

~ (un)nen converge si et seulement si r =0 (c’est une suite stationnaire).

Proposition 4.1. Soit (uy)nen une suite arithmétique de raison r et de premier terme ug, alors la

somme Sy, des n premiers termes de la suite (uy,) est donnée par

(n+ 1) (ug + up)

S, = :

Démonstration. On a

25, = (uo + un) + (w1 +up—1) + ...+ (up + un—p) + ... (un + uo)
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or pour tout p <n

up+un—p:u0+pr+u0+(n_p)7a:2u0+nr:u0+un

ainsi
(n+ 1)(up + up)
2

Sp =

Définition 4.2. (Suites géoméirique)

Une suite (uy), est appelée une suite géométrique s’il existe un nombre q tel que,
Vn,  Unii = qua
Le nombre q s’appelle la raison de la suite. Il est immédiat qu’alors u, = ugq™.

Proposition 4.2. (Nature d’une suite géométrique)
Soit (up)n une suite géométrique de raison q.
- Si|q| < 1, la suite converge vers 0.
- Siq=1, la suite (uy), converge vers ug (elle est stationnaire).
- Si g =—1, la suite diverge.
- Siq>1, la suite (uy,) tend vers l'infini avec le signe de ug.

- Si|q| > 1, la suite (|uy|) tend vers 4+oc.

Démonstration.
— Sig > 1, on écrit g = 14+a avec a > 0, on en déduit par la formule de bindéme que ¢" = (1+a)" >
1+ na. Or

lim (14+na) =400 = lim ¢" =400
n—-+00 n—-+0o0

Il ne reste plus qu’a multiplier par ug pour conclure.
— Le méme raisonement est valable si |¢| > 1.
1
[
vers 0. |

— Si Jg| < 1, alors > 1, donc d’aprés ce qui précéde, — tend vers +o00, il s’ensuit que ¢" tend

lq"|

Proposition 4.3. Soit (uy)nen une suite géométrique de raison q # 1 et de premier terme g, alors
la somme S, des n premiers termes de la suite (u,) est donnée par
1— qn+1

Sn:uo 1_q

Si|q| < 1 alors (Sy) est une suite qui admet comme limite.

Démonstration. On a S,, = up(l+q+...+q")
1— n+1
En multipliant par 1 — ¢, on obtient immédiatement, S, = uoliq
—dq
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4.2 Suites arithmético-géométriques

Définition 4.3. On appelle suite arithmético-géométriqgue de paramétres q et r, toute suite (up)p
définie par récurrence par :

ug donné, Un+1 = QUp + 7.

A chague étape on multiplie le terme précédent par q ( comme pour une suite géométrique ) puis on
ajoute un nombre r ( comme pour une suite arithmétique ) d’ot le nom. Attention ces suites ne sont

ni arithmétiques ni géométriques.

Propriété 2. (Terme général d’une suite arithmético-géométrique)
Si (up)n est suite arithmético-géométrique de paramétres q et r, alors

- Siqg=1, u, = ug + nr, c’est une suite arithmétique.

- Sir=0; u, = ugq", c’est une suite géométrique

7SZQ7&1J

.
1—gq

up =q"(up —a) +a avec a=

Proposition 4.4. (Convergence d’une suite arithmético-géométrique)

Si (un)n est suite arithmético-géométrique de paramétres q et r, alors
1. Si|q| < 1, la suite converge vers a.
2. Si|q| > 1, la suite diverge sauf pour ug = a (suite stationnaire u, = ug, ¥n).

3. Siq = —1 la suite diverge sauf pour uy = a.

4.3 Suites récurrentes

Définition 4.4. On dit qu’une suite (uy,), est une suite récurrente si il existe une fonction f : R — R
telle que

Unt1 = f(un); up donné ()

Pour trouver la limite d’une suite récurrente, on peut citer ici deux méthodes :

— lére méthode : On essaie de se ramener & une suite non-récurrente en exprimant le terme
général comme une fonction de n.

— 2éme méthode : On démontre d’abord que la limite ¢ existe puis on passe a la limite dans (x)

ce qui nous ramene & résoudre ’équation

= f(0)
Donnons un exemple qui illustre ces deux méthodes :
. . o . 2uy,
Exemple 1. Soit une suite (up)n>1 définie par récurrence : up =2, Upt1 = Tru
> o

1lére méthode : On calcule
B % 8 _ 16
3 —



N.Mrhardy 37

On remarque que les premiers termes de la suite vérifient

on
2n—1

Up —

On démontre, par récurrence, que cette formule est vrai pour tout n. Puis on calcule la limite

) 2n . 2" 1 . 1
lim = lim ———m = lim ——
n—+oo 2" — 1 n—s+oo 21 — 2" n—+oo 1 — 271

or lim 27" =0donc lim u,=1
n—>-+o0o n—>-—+o0o

2éme méthode : On montre d’abord, par récurrence, que la suilte est minorée par 1 et décroissante

alors elle converge vers une limite £ qui est solution de [’équation :

20

=1

< ((l-1)=0

Cette équation a 2 solutions 0 et 1. Puisque que u, > 1 pour tout n alors la limite est donc £ = 1.

Exemple 2. On considére la suite (up)nen définie par uy = 1 et pour tout n > 2,
1
Upt1 = Z(un +4).
Nous allons montrer par récurrence que, pour tout n € N,
0<u, <2.

1. Cette relation est clairement vérifiée pourn =1 :0<u; =1 < 2.

2. Supposons qu’elle est vraie pour n. On a
1 1
0<:un+1::Z(un4f4)<:z(24f4)<:2

Montrons maintenant, par récurrence, que (un)nen €st croissante.

5

1. Onau =1<wup=7.

2. Supposons uy < Unpt1. Alors
1 1 1
Upio — Upi] = Z(U/n+1 +4) - i(un +4) = Z(Un+1 — up) > 0.

La suite (up)nen est donc croissante et bornée. Etant croissante et majorée, d’aprés le théoréme 3.3,

(un)nen est convergente vers une limite £. De la relation
1
Un+1 = Z(un + 4)7

on déduit en passant & la limite que ¢ = %(6 +4) et on trouve que £ = %.
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4.4 Suites adjacentes

Définition 4.5. Deuz suites réelles (un)n>ny €t (Vn)n>n, sont dites adjacentes si :
1. la suite (up)p>n, €St croissante,
2. la suite (vy)n>n, €St décroissante,

3. lim (v, —u,) =0.
n—>+00

Remarque 4.1. On alors pour tout n > ng, up, < vy,.

Théoréme 4.1. Deuz suites adjacentes sont convergentes et convergent vers la méme limite £ de plus

on a¥n > ng, U, </fl<u,.

Démonstration. Soient (up)n>n, €t (Vn)n>n, deux suites adjacentes. On a
Vn > ng, tny < Up < Up < Upg.

De cette inégalité, on déduit que la suite (up)n>n, €st majorée par vy, et, puisque elle est croissante,
elle converge vers un réel /1. De méme, la suite (vy,)n>n, €st minorée par u,, et, puisque elle est dé-

croissante, elle converge vers un réel 5. De la relation 1i12 (vp, — up) = 0 on déduit que ¢4 = {>. A
n—-—+0oo

. . . Uy, + ,
Exemple - Soient (u,) et (v,) définies par : 0 < ug < vg et Vn € N, v, 1 = % yUn+l = A/UnUn.

Montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes, on note par M (ugp,vy) leurs limite commune appelée
moyenne arithmico-géométrique de uj et vy. Pour établir la derniére assertion il suffit de montrer

que
Up — Uy

n
Up41 — Upt1 < 9

4.5 Suites de Cauchy

Définition 4.6. Une suite (un)n>n, est une suite de Cauchy si Ve > 0, il existe N, € N* tel que pour chaque
p,q>N:ona

lup —uq| < e

ou de maniére équivalente
Ve > 0,3IN. e N*;Vp € N tel que Yn > N on a  |uptn — Up| <€
Théoréme 4.2. On a les implications suivantes

(un) converge=> (u,) de Cauchy=—> (u,) est bornée

Démonstration. On va montrer la premiére implication, la deuxiéme est laissé en exercice.

Soit (u,,) — {. Alors pour tout ¢ > 0, il existe N = N_/, avec |u, — | <¢/2 si p > N. Ceci implique
[y = ttg] =ty — €+ (€ = 10g)| < Jutp — €] + |0 — ] < £/2+ /2 =

dés que p ,q > N. |
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5  Suites extraites et le théoréme de BOLZANO-WIERSTRASS

5.1 Suites extraites

Définition 5.1. On dit qu’une suite (v, ), est une suite extraite ou une sous suite d’une suite (uy), $’il existe

une application ¢ : N — N strictement croissante telle que VYn € N,
Un = Up(n)
Si la suite (uy(n)) converge vers £, on dit que { est la valeur d’adhérence.

Lemme 5.1. Soit ¢ : N — N strictement croissante. Alors
VneN, ¢n)>n

Démonstration. Par récurrence :

Si n =0 alors comme ¢ est a valeurs dans N, on a bien ¢(0) > 0.

Soit n € N. On suppose que ¢(n) > n. Montrons que ¢(n + 1) > n+ 1. Comme ¢ est strictement
croissante, on a nécessairement p(n+ 1) > ¢(n) > n. Par conséquent ¢(n+1) > n+ 1. (Si pour deux
entiers z, y, on a >y alors x > y + 1).

La propriété est alors prouvée par application du principe de récurrence. |

Proposition 5.1. Toute suite extraite d’une suite (u,) convergeant vers une limite £ est une suite convergeant

vers /.

Démonstration. Soit ¢ : N — N une application strictement croissante. On suppose que u,, — /.
Montrons que u,,,) — £. Soit ¢ > 0. Puisque u,, — /, il existe N € N tel que Vn > N, |u, —{| < ¢.
Soit n > N. D’aprés le lemme précédent, p(n) >n > N et donc |u,,,) — | <e. |

Remarque 5.1. — La réciproque de cette proposition n’est pas toujours vraie.
— Cette proposition est souvent utilisé pour montrer qu’une suite n’est pas convergente : En pratique, on

extrait une sous suite qui diverge, ou bien deux sous suites ayant deuz limites distinctes.

Exemple - Soit u, = (—1)", les deux sous-suites v, = ug, et w, = uz,; sont convergentes de limites

respectives 1 et -1, la suite (u,) n’est donc pas convergente.

5.2 Segments emboités et théoréme de BOLZANO-WIERSTRASS

Etant donné deux nombres réels a et b, on désigne par [a, ] I’ensemble de R
0,8 = {z €R, a <z <b}

I’ensemble [a,b] est dit segment d’extrémités a et b. Par définition la longeur de segment [a, b] est

le réel b — a.

Corollaire 5. Soit (I,,)nen une suite de segments, I, = [ay, by,] tels que
— Ils sont emboités : Vn e N 1,1 C I,

- Leur longueur tend vers 0 : (b, — ay) = 0
n—-—+0oo
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Alors il existe un réel £ € R tel que ﬂ I, ={¢}
neN

Démonstration. Soit n € N. Puisque [ap+1,bn11] C [an,bpn], on a ap, < aptq et by < b, ce qui montre
que la suite (a,) est croissante et la suite (b,) décroissante. La deuxiéme hypothése montre que
ces suites sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite / € R. Montrons par double
inclusion que ﬂ I, = {¢}

neN
D Montrons que ¢ appartient a ’intersection des intervalles I,,. Puisque les suites (a,) et (b,)

sont adjacentes et convergent vers ¢, on sait que Vn € N, a, </ <b, et donc Vn e N/ € [, ce

qui montre que / € m I,.
neN
C Soit z € ﬂ I,,. Montrons que = = {. Par définition on a, Vn € N, x € I,, d’ou
neN

YneN, a,<x<b,

Par passage a la limite dans les inégalités, on en tire que / < x </ d’our { = z.1

Théoréme 5.1. (Théoréme de BOLZANO-WIERSTRASS)

De toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite convergente.

Démonstration. Considérons une suite (u,) bornée. Il existe ag, by € R tels que Vn € N, ag < u,, < b.
Dans la suite, on dira q’une partie A de R ne contient qu’un nombre fini de termes de la suite
(un) 8’1l existe N € N tel que : Vp > N; u, ¢ A. Dans le cas contraire, on dira que A contient un
nombre infini de termes de la suite.

Le principe de la démonstration est de construire par récurrence une suite de segments emboités
[CLn, bn] - [anfla bnfl] . C [a07 bO]

tels que [a,,b,] contienne un nombre infini de termes de la suite (u,). On construira alors une
sous-suite convergente en prenant un terme de (u,) dans chacun des segments.

— lao, bo] contient tous les termes de (uy,).

b
— Posons ¢y = (a0 +bo) le milieu de [ag,b] et ¢(0) = 0 = min{k € N,uy € [ag,bo]}. Pour I'un au
moins des segments [ag, ¢y] ou [cg, bo], il y a une infinité d’entiers n tels que u,, soit dans 'un

des segments. Autrement dit, I’'un de ces deux ensembles suivant est infini
GO = {k > @(0)7’“}% € [QOaCO]}; DO = {k > 4,0(0)71% S [Co,bo]}

— Si Gy est infini, on pose a; = ag, b1 = ¢y et (1) = min Gy. Sinon, on pose a; = ¢y, by = by et
(1) = min Dy.
(a1 + b1)

— On recommence en posant c¢; = . L’un des deux ensemble suivants est infini

Gy ={k>p),u; € [ar1,c1]}, D1={k> (1), ur € [c1,b1]}.

— Si Gy est infini, on pose a3 = a1, by = ¢; et ¢(2) = minG;. Sinon, on pose ay = ¢y, by = by et
©(2) =min D;. On a

bo — ag

QO(O) < (p(l) < @(2), ag < ap <as < by < by < bo et by —an = 1
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— Supposons que ’on a construit une suite : ¢ <a; <...<a, <...<b, <...<b <by et une
application ¢ : n € N — ¢(n) € N strictement croissante :p(0) < (1) < ... < p(n) tel que
bo — ag
an < Up(n) <b, et b,—a,= on
an + by . P
On pose ¢, = , alors 'un des deux ensembles suivant est infini :

Gn =1k > pn),ur € [an,cn]}, Dn={k> o(n),ur € [cn,bn]}.

— Si c’est G,, on pose a,i1 = Gn, bpr1 = ¢, €t p(n + 1) = minG,,. Sinon, on pose a,11 = ¢y,
bpt1 = by et p(n+ 1) = min D,,.
On a
bo — ao
[an+1, bn+1] C [an, bn] ... C [ao, bo] et bn+1 — Qp4+1 = W
Les suites (a,) et (b,) sont adjacentes. Elles convergent donc vers la méme limite ¢ € R. Puisque

an < Up(n) < bp, d’aprés le théoréme des gendarmes, la suite extraite (u,(,)) converge vers (.l

5.3 Application : Complétude de R

Théoréme 5.2. Une suite de nombres réels converge vers une limite finie ¢ si et seulement si elle est de Cauchy.

On dit que R est complet.

Démonstration. L’implication est une suite convergente est déja démontrée. Il nous reste a mon-
trer qu’une suite de Cauchy converge. Soit (u,) une suite de Cauchy.

La suite (u,) est bornée et donc par le théoréme de Bolzano-Wierstrass, elle admet une sous suite
convergente (u,(,)). On va montrer que (u,) converge vers la méme limite que cette sous-suite.

Comme (u,) est de Cauchy, on a
Ve > 0,3N;(e) € N*, ((p,q)? € N?,p,q > Ny = |up, — uy| < )

De plus, on a :
— VA > 0;3N2(A) tel que Vn > Ny(A) = ¢(n) > A
— Ve > 0,3N3(e) tel que Vm > N3(e) = [ugpm) — £ <¢

Soit alors ¢ > 0, posons N(e) = Nl(g). Soit m un entier tel m > maX(N3(g),N2(N1(§)), alors on
aura :
€ €
Vn > N(S),‘Un 7€| < |un fuw(m)| =+ |uv(m) *f| < 5 —+ 5 =€
Ce qui montre que la suite (u,) converge vers /. |

1 1
Exemple - La suite définie par u, =1+ —+—+...+ - est convergente. En effet, montrons qu’elle
n!

1 2!
est de Cauchy. On a

1 1
Upgp —Up = ———— + ...+ ————
e (n+1)! (n+p)!

or (n+p)! >2""P~1 donc

1 1 1

1
Ogun-‘rp_ung27+---+W:27(1+---+7
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d’ou
< 1 1
O_Un_t'_pfun S W(].*pr)
. ) 1 1 .
Puisque, pour tout pe N, lim ——(1 ) =0, alors la suite (u,) est de Cauchy.

o

n—-—too 2n—1
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1 Généralités

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle non trivial de R (c’est a4 dire non vide et non

réduit 4 un point) ou une réunion d’intervalles.

Définition 1.1. On appelle fonction numérique sur I, toute application f : 1 — R. L’élément y = f(z) est
Uimage de x par f. L’ensemble f(I) = {f(z) € R/xz € 1} est appelé l'image de 1 par f.

On note par F(I,R) l’ensemble des fonctions numériques définie sur 1.

Définition 1.2. Soit f une fonction numérique.
On appelle domaine de définition de f l'ensemble noté Dy des réels = tel que f(x) soit définie, en général un

Dy est un intervalle a valeurs dans R.

Exemple 3. - Si f(x) =vx?2—1alors Dy = {x € R/|x| > 1} =] — 00, —1] U [1, +00]
- Si f(x) =In(x — 1) alors Dy = {x € R/z > 1} =|1,4+00]
- Si f(x) =Iln|z — 1| alors Dy = {z e R/z # 1} =R\ {1}

1.1 Opérations sur les fonctions numériques

Définition 1.3. Soient f et g dans F(I,R). On peut alors définir les fonctions suivantes :
— La somme de [ et g est Uapplication (f + g) € F(I,R) définit par :

Veel, (f+g)(z)=f(z)+g(x)

— La multiplication de f par un réel o est Uapplication (af) € F(I,R) définit par

Ve el, (af)(z)=af(x)

— Le produit de f et g est l'application (fg) € F(I,R) définit par

Veel, (fg)(z)=f(x)g(z)

— La valeur absolue de [ est Uapplication |f| € F(I,R) par
veel, |fl(x)=I|f(z)]

- Mazimum, Minimum de f et g sont les deuz applications sup(f, g),inf(f,g) € F(I,R) définient pour
tout x € 1, par

sup(f, g)(x) = sup(f(z),g(x)), et inf(f,g)(x) = inf(f(2), g(z))
Proposition 1.1. Soient (f,g) € F(I,R)2. On a alors les relations suivantes :

A =sup(r,—f), sup(f.g) = TITZI gy gy = IO 2l

Remarque 1.1. On définit les fonctions partie positive (resp négative) de f, notée f* (resp. f~), par

er = Sup(f7 0)7 fﬁ = Sup(ffa 0) = 71Hf(f, 0)
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De plus on peut vérifie facilement que

1+
T P AV
Ifl =fr+ 1

Remarque 1.2. On peut aussi étendre la relation d’ordre < sur R a F(I,R) en posant, pour (f,g) € F(I,R)?,

[<ge=Vzel f(z)<gx)

1.2 Fonctions bornées

Définition 1.4. Soit f € F(I,R). On dit que f est :
— Magjorée si et seulement si IM € R, Va €1, f(xz) < M. Dans ce cas l’ensemble f(I) admet une borne

supérieure dans R, que l'on appelle borne supérieure de f et que ’on note : sup f ou encore sup f(z).
I zel

— Minorée si et seulement si Im € R, Vx € I, f(x) > m. Dans ce cas l’ensemble f(I) admet une borne
inférieure dans R, que l’on appelle borne inférieure de f et que l’on note : irllff ou encore inflf(x).
xTE

— Bornée si elle est majorée et minorée.

En pratique ; il souvent plus facile d’utiliser le résultat ci-dessous pour monter qu’une fonction

est bornée :

Proposition 1.2. Soit f € F(I,R). f est bornée si et seulement si
JA>0; Ve el; |f(z) <A
Dans ce cas l'ensemble {|f(x)|; x € I} posséde une borne supérieure que l’on notera sup |f| = || f|loo-
I

Proposition 1.3. — Toute combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée (I’ensemble des fonctions
bornées forme un sous espace vectoriel de F(I,R)).
— Tout produit de deuz fonctions bornées est encore borné.
1.3 Fonctions monotones

Définition 1.5. Soit f € F(I,R)

— La fonction [ est dite croissante sur I si

Vo, ze €I, ona x1 <x9= fa1) < fa2).
— La fonction f est dite décroissante sur I si

Ve, xe €I, ona x1 <xo = f(x1) > f(x2).

— La fonction f est dite monotone sur I si elle est croissante ou décroissante sur I.

Lorsque les inégalités sont strictes on parle de fonctions strictement croissante (resp. décrois-

sante) ou strictement monotones.

Proposition 1.4. - Soient f, g € F(I,R)
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o Si f et g sont croissantes alors f + g est croissante. En plus, si l'une d’elles est strictement croissante
alors f + g est strictement croissante.
o Si f et g sont définies positives et croissantes (resp. décroissantes) alors f.g est croissante (resp. dé-
croissante).
- Si fe FLR) et g € F(J,R) avec f(I) C J alors
o Si f et g sont croissantes (resp. décroissantes) alors g o f est croissante.

e Sig est croissante (resp. décroissante) et f est décroissantes (resp. croissante) alors gof est décroissante

Démonstration. Supposons par exemple f croissante sur I et g décroissante sur J. Montrons que

go f est décroissante. Soient (x1,z2) €1 tels que 21 < 9. Comme [ est croissante, f(z1) < f(z3) et

puisque g est décroissante, g(f(z1)) > g(f(z2)) et donc go f(z1) > go f(x2). O
Exemple 4. 1. Les fonctions exp : R — R et In :)0, +00[—> R sont strictement croissantes.
R* — R*
2. La fonction 1 est strictement décroissante.
r o —
x
3. La fonction h : 1 est strictement décroissante. En effet ; il suffit d’écrire h = go f
v x tan(z)
avec

1
- g:x+— — qui est strictement décroissante.

x
- f x> xtan(x) qui est strictement croissante.
4. La fonction |z| : R — RT n’est pas monotone sur R. Mais elle est croissante sur RY.

Théoréme 1.1. Soit f : [a,b] — R

Si f est monotone sur le segment [a,b] alors f est bornée.

Démonstration. Supposons que [ est décroissante
soit z € [a,0] <= a<z<b <= f(b) < f(z) < f(a) = f est bornée.

Remarque 1.3. Si f est monotone sur un intervalle ouvert, elle n’est pas nécessairement bornée.

1
Exemple 5. f(x) = — six €]0,1], f est décroissante mais f n’est pas bornée.
x

1.4 Fonctions paires et fonction impaires

On suppose f définie sur un domaine symétrique par rapport a 0 (c’est-a-dire que si z € I alors
—z €1). Si cette condition n’est pas verifiée, la parité est une notion creuse : inutile de perdre du

temps en le precisant a chaque fois.

Définition 1.6. Soit f € F(I,R)
— [ est paire si et seulement si, Vo € 1: f(—z) = f(x). Dans ce cas la courbe représentative de f admet
l’axe des ordonnées comme axe de symétrie.
— [ est impaire si et seulement si, Vx € 1: f(—x) = —f(x). Si c’est le cas, alors la courbe de f admet un

centre de symétrie, ’origine du repére.

Remarque 1.4. Plus généralement, siVe €1, 2a —x €1 et f(2a — x) = 2b— f(x), alors la courbe de [ admet

le point A(a,b) comme centre de symétrie.
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Exemple 6. — La fonction f(x) = Va2 — 1 est paire. Son domaine de définition est ] — oo; 1] U [1; 4+o00[. La

3 — x est impaire Son domaine de définition est R.

fonction f(z) =z
— La fonction x — cos(z) est paire et la fonction x — sin(z) est impaire.
— La fonction x — In(x) n’est ni paire ni impaire, son domaine de définition est |0, +ool.

— La fonction x — €” n’est ni paire ni impaire, pourtant son domaine de définition est R qui est symetrique.

1.5 Fonctions périodiques

Définition 1.7. Soit f € F(I,R). f est dite périodique de période T si
fle+T)=f(z), Veellz+Tel

Remarque 1.5. — Ainsi, si T est une période pour f, tous les nombres de la forme kT, k € 7Z, sont aussi
des périodes pour f.
— Si f est périodique, on appelle période fondamentale de f la plus petite période strictement positive si elle
existe.
— L’ensemble des fonctions T-périodiques sur R est stable par combinaison linéaire et par produit. En par-
ticulier, c’est un sous espace vectoriel de F(I,R).
— Pour construire le graphe d’une fonction T-périodique, il suffit de construire larc relatif ¢ [a,a + T, «

quelconque. Le reste se déduit par des translations paralléles a I’axe des abscisses.

Exemple - La fonction f(z) =z — E(z) est 1-périodique

2 Limites d’une fonction

Définition 2.1. Point adhérent
Soit I C R une partie de R. On dit qu’un réel x est adhérent a la partie I lorsque

Vn>0 3Facl tel que |z —al<n
On note I l’ensemble des points adhérents de la partie 1.

Définition 2.2. Propriété vraie au voisinage d’un point
Soient f une fonction définie sur une partie ] de R et a € 1
— On dit que la fonction f est définie au voisinage du point a si et seulement s’il existe un voisinage V, de
a telle que V, C L.
— On dit que f vérifie la propriété (P) au voisinage du point a si et seulement s’il existe un voisinage V, C 1

de a tel que la restriction de f a V, vérifie la propriété (P) .

2.1 Valeurs limites en un point

Définition 2.3. Soient f € F(ILR), xo € I et £ € R. On dit que la fonction f admet pour limite le réel { en x
lorsque :
Ve >0, In>0, tel que (z €1, z#x0, |t —x0|<n) = |flz)—{ <e.

Le réel ¢ est appelé limite de f en xg. On note alors lim f(x) = ¢ ou encore f(x) — £.
Tr—To T—To
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Remarque 2.1. Comme pour les suites, si on remplace les inégalités larges par des inégalités strictes, la
définition ne changera pas.

Exemple 7. On considére la fonction f: R — R définie par f(x) = 2x — 1. Nous allons montrer que [ tend
vers 1 quand x tend vers 1.
Soit € > 0, on cherche n > 0 tel que si |v — 1| < n alors |f(x) — 1| = 2|z — 1| < e. Il suffit de prendre n = %

Proposition 2.1. (Définition de la limite a l’aide des voisinages)
Soient f € F(LR), zg €l et £ € R.

fla) — =YW eV, WeV, fI(VA)cW

T—To

Proposition 2.2. (Unicité de la limite)

Si f admet une limite au point xo, alors cette limite est unique.

Démonstration. Supposons f admet deux limites /; et /5 au point x( et soit Ve > 0 alors on a, par
définition :

I >0, tel que |z — 0| <m = [f(z) -l <

dne >0, tel que |z — x| <12 = |f(z) —Lla| <

SIRGI IR

Posons 1 = min(n;,7s), alors
Ve>0, In>0, tel que |z —xo| <n = |01 —Llo| <|f(z) —lo| +|f(z) —l2]| <e.

Comme ¢ est quelconque alors |¢; — {5| < ¢ comme ¢ est quelconque, ceci entraine que ¢ = /5.

Proposition 2.3. Soit f € F(I,R), une fonction admettant une limite finie £ en xo € 1. Alors il existe un

voisinage V' du point xo sur lequel la fonction f est bornée.

Démonstration. Remarquons d’abord que d’aprés I’inégalité triangulaire, on a
[f (@) < |f (@) — €] + [¢]
Prenons ¢ = 1 dans la définition de la limite, il existe n > 0 tel que
Veel, |z—xol<n=|f(x)—4{ <1
Posons V' =]z — 1,20 + 1€ V,, et A= |{|+ 1. Donc
VeeVNL |fl@)<l+l=|f(z)|<A

Proposition 2.4. (Caractérisation séquentielle)

Soit f € F(I,R). Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) lim flr) =

(i) Pour toute suite (x,)n>0 de points de 1 telle que lim =z, =z, ona lim f(x,) ="~
- n—-+oo n—-4oo

Démonstration. =). Supposons que lim f(z) =/ et (2,),>0 une suite de points de I qui converge
r— 0 =

vers zo. Nous allons montrer que la suite (f(z,)),>0 converge vers {. Soit Ve > 0. Donc par
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définition :

>0 tel que |z—ao| <n=|f(x)—¢ <e. (1)

Comme lim x, = g, il existe un N > 0, tel que
n—-4oo

Yn > N, |z, — x| <. (2)

donc de (1) et (2), on obtient
Vn > N, |f(z,) — € <¢

ce qui signifie bien que lim f(z,) = /.
n—-4oo

<=) Par absurde, supposons que f ne tend pas vers ¢ quand = tend vers z,. La contraposée de

la définition de la limite nous donne

>0,Vn>0, (Fzel, |z—x0|<n) et |[f(z)—4L >e¢.

1 1
Pour tout n > 1, en prenant n = —, il existera un réel z,, € I et tel que |z, — 29| < — et
|f(z) — £] > e. La suite (z,,),>1 ainsi construite converge vers z, cependant, ¢ n’est pas limite de

la suite (f(z,)n>1-

Remarque 2.2. La prosition ci-dessus sert surtout a montrer que certains fonctions n’ont pas de limites.

) Vo € R* n’admet pas de limite au point 0 :

1
Exemple 8. 1. La fonction f(x) = sin(—
T

———. Elles convergent toutes les deux vers 0 lorsque
nm + 5

n tend vers linfini, et pourtant on a f(x,) = 0 et f(y,) = 1. Comme les deuzx limites sont différentes

. , 1
En effet, considérons les suites x,, = - et yn, =

donc f n’admet pas de limite au point 0.

2. La fonction f(x) = E(x) n’admet pas de limite au point k :
1 1
En effet considérons les deux suites x, = k+ — et y, = k — — avec k € Z. Elles convergent toutes les
n n
deux vers k lorsque n tend vers Uinfini, et pourtant on a E(x,) =k et E(y,) = k — 1. Comme les deux

limites sont défférentes donc f n’admet pas de limite au point k.

Proposition 2.5. Pour que f € F(I,R) admet une limite au point xo € 1 il faut et il suffit qu’elle vérifie le
critére de Cauchy

V€>Oa 377>07 (l’,x/EI, |39*$0|§77a|$/*x0|§77):>|f($)*f(x/)|§5

Démonstration. (=) Par définition.
(<) Soit € > 0, il existe n > 0 tel que z,2’' €1, |z — zo| <7 et

2" —wo| <n=|f(2) - f(a')| < ¢

Soit (z,) une suite de pointd de I qui tend vers z(, alors il existe N > 0 tel que pour tout n > N,
|77 — 20| < 7.
Il en résulte que si p > N et ¢ > N, |f(z,) — f(z,)| < e. La suite (f(x,)), est une suite de Cauchy et

par suite elle converge. O
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2.2 Limites infinies en un point
Définition 2.4. Soit f € F(I,R).
1. On dit que f tend vers +oco quand x tend vers xo et on notera lim f(z) = +oo si l'une des prriétés
T—>X0
équivalentes suivantes est vérifiée :
(a) VAR In>0, Ve el (lz—zol<n = flz)>A).
(b) Pour toute suite (x,)nen de 1 qui converge vers xq, on a
S = 4o
2. On dit que [ tend vers —oo quand x tend vers xo et on mote lim f(x) = —oo si 'une des prriétés
Tr—rTo
équivalentes suivantes est vérifiée :

(a) VBER In>0,Vz el (lz—xz9|<n = f(z)<B).

(b) Pour toute suite (x,)nen de 1 qui converge vers xq, on a

2.3 Valeur limite d’une fonction a ’infini

Définition 2.5. 1. Soit f € F(I,R) avec I =Ja,+oo[. On dit que f tend vers { quand x tend vers +oo et
on note lim f(x) = £ si l'une des prriétés équivalentes suivantes est vérifiée
r—>+00

(a) Ve>0 IS eRT, Vo el (z>6 = |f(z) -4 <e).

(b) Pour toute suite (x,)nen de 1 qui diverge vers +o0, on a

lim  f(x,) ="¢

n——4oo

2. Soit f € F(LLR) avec I =] — 00,al. On dira que f tend vers { quand x tend vers —oo et on note
in} f(x) =€ si l'une des prriétés équivalentes suivantes est vérifiée
(a) Ve >0 IR, Veel (z<d = |flx)—{ <e).

(b) Pour toute suite (x,)nen de 1 qui diverge vers —oo, on a

lim f(x,) ="

n—-> 00

Remarque 2.3. En combinant les définitions 2.4 et 2.5, on peut facilement définir aussi les limites

lim f(x) = toco.

r—+oo

Exemple 9. 1. f(x)

= — pour tout n € N*. Alors lim — =0
x™ r—+oo N

2. f(x) =sinz. La limite en © — +oo n’existe pas. Idem pour cosx.

sinx sinx
5. fla) ="

. Alors lim
rT—00 I

=0.
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P n
() at+az+....+apx  Alors

4. f(x) = Q(z) by b1z + ... + bpyz™

o)
S
3

8

(x

i
xinoo Q(gc

8
|
3
Q
3
8
3

o . P(z) a,
- Sim = mn, alors azhi{loo o) o
. . P(z)
- Sim > n alors lim =0
B Q(a)
P(z) _

- Sim < nalors lim
A Qa)

2.4 Limites a droite et a gauche

Nous avons vu dans la section précédente que la notion de limite d’une fonction en un point z,
est liée au comportement de la fonction quand on s’approche de zy par des suites qui convergent
vers zj. Si on ne considére que les suites (2,),en telles que z,, < zy (respectivement z,, > zy) on

dira qu’on approche z(; 4 gauche (respectivement a droite). Ceci justifie la définition suivante.

1. On dit que f tend vers ¢ quand x tend vers xg 4 droite si

Définition 2.6.
(o <z <zo+n = [f(z) -4 <Ee).

Ve >0 dn >0,
cette limite est dite limite a droite de f en xg.
te alors £ = i ¢ = li
On note alors im f(z) ou encore pim flx)

CE*)(EO
2. On dit que f tend vers £ quand x tend vers xy a gauche si

Ve>0 In>0, (xp—n<z<z = |f(z)—{ <e).

cette limite est dite limite a gauche de f en xg.
lim f(x) ou encore £ = wﬂgér}KIO f(z)

On note alors { =
T——Ty

Proposition 2.6. Soit f : I\ {zo} — R. On a
lim f(z)= lim+f(x) =/

si et seulement si
Ty T—xg

lim f(x)=1¢

Tr—>To

Démonstration. Exercice

Remarque 2.4. En combinant les définitions 2.4 et 2.6, on peut facilement définir aussi les limites

lim f(z) = +o0.

lim f(z) =400 et
m%ma' T—x g

|5U‘ Elle admet 1 comme limite a

Exemple 10. 1. Considérons la fonction définie par f: R* — R, = —
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droite de 0 et -1 comme limite & gauche de 0. En effet,

X
li = li —=1
Jm fl@) = lm = =1,
lim f(z) = lim o
r—0— x—0— X

On déduit que la fonction f n’admet pas de limite en 0.

1
2. f(x) = — bour tout n € N*. Alors

1
li = lim — =
A0 S0 = I G =
1
lim f(z) = lim — = +co.
z—0~ z—0— "

2.5 Propriétés des limites

Les propriétés des limites de suites se généralisent facilement au cas des fonctions.

Proposition 2.7. Soient (f,g) € F(ILR)? et xyp € 1. On suppose que lim f(z) = £; et lim g(x) = lo.
Tr—>T0 r—>x0
Alors :
1 lm (F4g)w) =0+ b
2. lim (fg)(x) = {142, en particulier lim of(z) = aly, Vo € R.

r—xo r—T0

r—xo

4. sily #0 et g(x) #0, lim (1) (x) = é

r—rxo g

Démonstration.

1. Soit € > 0. Puisque f(z) — /1,

z—2o
In; >0 tel que Vo € I |z — zo| <1 = |f(x) — 4] <§

De méme, g(z) xjo l5, alors
Iy > 0 tel que Vz € 1 |z — a0| <y = [g(x) — 42| < g

Posons 1 = min(ny,72). Soit x €1 tel que |x — 29| <7, on a bien

|(f +g)(w) — (b + L2)| < |f(w) = lo] + |g(z) — L] < % + g — ¢

2. On commence par écrire

[(F9)(x) — bala| = [f(x) [9(x) — Lo] + bo[f (z) — Cu]| < [f(@)]|g(x) — Lo| + |€a][ f () — £u]

Soit £ > 0. Comme f admet une limite finie au point z(, elle est bornée sur un voisinage de
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xo donc il existe n3 > 0 et M > 0 tel que
Veel, |x—xo <ny=|f(z)| <M.

Puisque f(z) — ¢

T—T0o
€
I >0telque Ve el |z —zo| <y = |f(z) — 1| < ———
m q |z —zo| <m = [f(x) — 1] TAESY;
Puisque g(x) — (o,
Tr—x0
€
dne >0 tel que Ve €1, |z — 2o <y = |g(a) — lo| < ———
12 q [z — ol < M2 = [g(z) — Lo TAEST;

Posons 7 = min(n,72,n3) > 0. Soit x €I tel que |z —x¢| < 71, en remplagant dans la majoration

précédente, .

M
|la] + M

€

[(fg) (@) — lats] < + |6s]

6 —
|lo] + M

3. C’est facile & déduire de la minoration de I’inégalité triangulaire,
[f (@) =[] < [f(z) — 1]

14
4. Soit € > 0. Notons k = % Puisque {3 # 0, k < |l2| et comme |g(x)] —> |l2], il existe n; > 0
T—x0

tel que
Ve el |z — x| <m =k <|g(z)]

d’autre part il
dnz > 0 tel que Vo € I, |x — xo| < na = |g(x) — £2] < k|l2le

Posons 7 = min(n1,72). Soit z €1 tel que |z — z¢| <7

1 1

g(x) Lo

_ lg(@) = 6

= <e
l9(@)[|£2]

O

On peut étendre le théoréme précédent aux limites infinies. Soient f,g: 1 — R deux fonctions,
7o € I, éventuellement infini et un réel a. On suppose que f(z) w;)ﬂ (eR et g(z) wjgo ¢ € R. Nous
avons résumé dans les tableaux suivants les limites de la somme, produit et quotient des deux
fonctions dans tous les cas de figure. Les cases vide correspondent a des « formes indéterminées

» ou l’on ne peut rien dire de général.

— Somme f+g

AN | —o0 R +oo

R —o00 |4+ 0 | +00
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— Produit fg
AN | —oco | R7* | {0} | RT™ | +o0
—00 | +oo | +00 —00 | —00
R™ | 400 | & 0 oo | —co
{0} 0 0 0
Rt | —oo | 40 0 | 400
+0o0 | —00 | —00 +oo | +00
— Inverse—
¢ | —oco |R™* | {07} | {07} | RT™* | +0
: 0 E —00 | 00 ! 0
f l /

Théoréme 2.1. (Théoréme de composition des limites)
Soient deuzx intervalles I C R, J C R et deuz fonctions f : 1 — R et g : J — R telles que f(I) C J. Soient
acletbe]. On suppose que

lim f(z) =b e limg(y)=L€R

r—a y—b
Alors
lim (g o f)(z) = ¢

r—a

Démonstration. Ecrivons la preuve dans le cas ol a et / sont finis.
Soit ¢ > 0.

Puisque ¢(y) *gé,
Yy—r
Ja>0telqueVyel, |y—b <a=|g(y) — ¢ <e

Puisque f(z) — b,
r—a
In>0telque Ve el |[z—a <n=|f(z) b <«
Soit z €I tel que |z —a| <n. Comme y = f(z) € J et que |f(z) — b < o, on a |g(f(z)) — ¢ < e d’ou

[(go f)(x) =L <e. 0

2.6 Limites et relation d’ordre

Proposition 2.8. Soit f € F(I,R), une fonction admettant une limite finie { en o € 1. On suppose qu’il existe
¢, €R tels que c < £ < ¢ . Alors il existe un voisinage V' du point xo tel Ve € VNI, ¢ < f(x) <.

Démonstration. Posons € = min({ — ¢, —¢). Puisque lim f(z) = ¢, il existe un voisinage V' du point
T—rTo

xo tel que Vo € VNI, |f(z) =4 <edousize VNI {—e< f(z) <L+e ce qui donne d’une part

flz) <l+e<l+(d—1L) < et d’autre part f(z) > ¢ —e > cainsi c< f(z) <. O

Théoréme 2.2. Soit une fonction f € F(I,R), un point xo € I (éventuellement infini) et ¢ € R. On suppose

que lim f(xz) = ¢ et qu’il existe un voisinage V du point xo tel que Vo € VNI, ¢ < f(x) (resp. ¢ < f(x)). Alors
T—xTo

c</?.

Démonstration. Donnons la démonstration dans le cas ou zy est ¢ sont finis. Supposons par
P’absurde que ¢ < ¢ et posons ¢ = ¢ — ¢ > 0. Puisque f(z) — /¢, il existe 1; > 0 tel que
T—xT0

Ve el, v —xol <m = |f(x) — 4] <e.
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Comme V est un voisinage du point x(, alors par définition, il existe 7, > 0 tel que |xg—n2, Zo+n2[C V.
Posons 1 = min(n;,72). Puisque zy est un point adhérent a I, il existe = € I tel que |z — z¢| < 7 ce
qui donne d’une part

[z —zo| < = [f(x) — 4] <e

et d’autre part on aurra

|t —zo| <y =2€V =c< f(x)

on vient de montrer qu’il existe x €1 tel que
c< flx)<l+e=L+(c=0)=c

ce qui est absurde. O

Corollaire 6. Soient deux fonctions f,g:1— R, xg €1 et 1,05 € R telles que

flx) — ty et g(x) — 4o

T—To T—T0

On suppose qu’il existe un voisinage V' du point zq tel que Ve € VN1, f(z) < g(z) (resp f(z) < g(z) alors
b <Aty

Démonstration. Posons h = g — f . D’aprés les propriétés des limites, h(z) — {3 — ¢;. D’autre
rT—rT0o

part, sur un voisinage de zp, on a ¢ = 0 < h(z). D’aprés le théoréme précédent, 0 < {5 — ¢; d’ou
b < ts. O

Le principe des gendarmes est aussi valable pour les limites des fonctions.

Proposition 2.9. (Le principe des gendarmes). Soient f, g et h des fonctions réelles, définies sur un voisinage

V d’un point adhérent xq € 1.
1. Sipour tout x €V on a f(x) < h(z) < g(x) alors

2. Si pour tout x €V on a f(x) < g(x) alors
(a) < lim f(z)= +oo) = lim g¢(z) = +oo> .
.

T—>T T——>T0
W (i o) =) = (tim, 7o) =)
Démonstration.

1. Ecrivons la preuve dans le cas ol z est fini.
Soit £ > 0. Puisque f(z) — ¥,
Tr—xo

Ip >0telque Ve el |[x —xo| <y = |f(z) — ¢ < e
De méme, puisque g(z) — ¢,
Tr—x0

Iy >0tel que Ve €1, o —xo| <mp = |g(z) — 4] <€



56 N.Mrhardy

Comme V est un voisinage du point zg,
Ins > 0 tel que Jzg — 3,20 +n3[C V.

Posons 1 = min(ny,n2,73). Soit x €I tel que |z — x| < 7. Puisque |v — x| <n <m, { —e < f(x).
Puisque |z — 2| < 1 < 12, g(x) < £+ et puisque |z — 20| < n < n3, f(z) < h(z) < g(z). On a

finalement
t—e< f(z) <h(z)<g(z)<l+e
d’ou |h(z) — 4] <e.
2. Les démonstrations sont les mémes que dans le cas des suites. O

Proposition 2.10. Soient f et g deuz fonctions réelles. Si lim f(z) =0 et g(x) est bornée, alors
xr—>00

lim f(x)g(z)=0.

Tr—>0o0

Exemple 11. 1. f(x) =a?sin (L) définie sur R\ {0}. Alors limof(sc) = 0. En effet on a
z—>

1
—22 < 2%sin () <z? et lim 2?= lim (—x2) =0

T r—0 r—0

on déduit, par le principe des gendarmes que

lim f(x)=0.
r—0
2 2 3 1
2. f(x) = %, définie sur R*. On a V3 < V224 + 22 + 3. En multipliant par oy qui est positif,

3
on déduit que g < f(z), et puisque lim — = +oo, on déduit que
x—0 X

lim f(z) = 4o0.

z—0
4 2 4 2
3. flz)= ﬁ sin?(x), définie sur R\ {0}. On a lim % =0 et sin?(x) est bornée alors
T T—>00 T
lim f(z)=0.

Tr—>r00

2.7 Théoréme de la limite monotone

Théoréme 2.3. Soient (a,b) € R et 1 =la,b[. Si une fonction f : 1 — R est croissante (respectivement
décroissante), alors il y a deuzx possibilités.
1. Si f est majorée, alors f admet une limite finie ¢ lorsque x tend vers b (resp a) et on a alors £ = sup f .
1
2. Si f n’est pas majorée, alors f(x) — 400 (resp f(x) — +00).
r—b r—a
De méme,

1. Si f est minorée, alors f admet une limite finie £ lorsque x tend vers a (resp b) et on a alors £ = irllff .

2. Si f n’est pas minorée, alors f(x) — —oo (resp f(x) _Z —0) .
r—a xr—r
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Démonstration. Posons £ = {f(z);x €]a,b[} . La partie £ C R est non vide. Etudions les deux cas.

1. Sila fonction f est majorée, alors la partie £ est majorée et d’aprés la propriété de la borne
supérieurs, elle posséde une borne supérieure ¢ € R. Montrons qu’alors f(z) — /.
Soit ¢ > 0. D’aprés la de caractérisation de la borne supérieure, il existegﬁg> € & tel que
{—¢e <y <{ Puisque y € £ , il existe xg €|a,b| tel que y = f(xp). Posons n =b— 27 > 0. Soit
z €1 tel que |z —b| <7, on a g <z <b. Puisque la fonction f est croissante, f(z¢) < f(z) et

comme / est un majorant de £, on a également f(z) < {. Finalement,
b—e< flxg) < flx) <Ub<lte=|f(zx)—{ <e

2. Si la fonction f n’est pas majorée, montrons que f(z) —l>7 +00. Soit A > 0. Puisque f n’est
xr—r

pas majorée, il existe zg €]a,b[ tel que A < f(zg). Posons n = b — 2y > 0. Soit = € I tel que

|z — b] <n. Puisque zy < z et que f est croissante, on a A < f(z¢) < f(z). |

3 Fonctions continues

Définition 3.1. Soient f € F(I,R) et xg €1

1. On dit que la fonction | est continue au point xq si f(x) tend vers f(xo), quand x tend vers xo pour tout
z €1, ce qui s’écrit

lim f(x) = f(x0).

Tr—>Xo

On peut formuler ceci de la fagcon suivante
Ve >0, In>0tel que |z—x0|<n = |f(z)— f(zo)| <e
2. On dit que f est continue sur l'intervalle 1 si elle est continue en tout point de I. On notera C(I,R)

l’ensemble des fonctions continues en tout point de 1.

Exemple 12. 1. On consideére la fonction f : R — R définie par f(x) = 2z — 1. Nous avons montrer que

f tend vers f(1) =1 quand x tend vers 1. Donc f est continue au point xo = 1.

2. Soit la fonction réelle [ définie par

1
xsin(—=) si x#0,
x
0 si =0

fz) =

Au point o =0 on a .
|f(z) = F(O)] = |asin(—)] < [a].

En prenant n = ¢ on aura
lz| <n = [f(z) - f0)] <e.

Donc f est continue au point xg = 0.

3. De méme en appliquant directement la définition, on peut montrer facilement que la fonction h(zx) = \/x

est continue en tout point de R} .

2

4. pour tout xg € R, lim z* = :z:g. Ceci montre que la fonction f(x) = 2% est continue en en tout point x

r—>rxo
de R.
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5. En général toutes les fonctions usuelles sont continues en tout point de leur domaine de définition : x™,

sinx, cosx, Inx, e*...
La proposition suivante est une conséquence de la proposition 2.4.

Proposition 3.1. (Caractérisation séquentielle de la continuité)

f est continue en xg si et seulement si pour toute suite (x,,),>0 de points de 1 telle que lirr+1 Ty = Xg, ON G
- n—--+oo

lim f(x,) = f(xo).

n—-+oo
Démonstration. La démonstration est une conséquence immédiate du critére sequentiel. O
Exemple 13. 1. Nous avons vu que la fonction f(x) = sin(%) Ve € R* n'admet pas de limite au point 0.

Ceci montre que cette fonction n’est pas continue en 0.
2. La fonction f(x) = E(x) n’admet pas de limite au point k € Z. Ceci montre que cette fonction n’est pas
continue sur 7.
Définition 3.2. Soient f € F(I,R) et xp €1

1. f est continue a droite en xg si lim f(z) = f(xo).
ll/'_ﬂTO

2. f est continue & gauche en xg si lim f(x) = f(xo).
T—Ty

La proposition suivante est une conséquence de la proposition 2.6.
Proposition 3.2. La fonction [ est continue en xq si et seulement si

lim f(z) = lim f(z) = f(2o).

T—xy :r*mg'

|z]

Exemple 14. Nous avons vu que la fonction définie par, f : R* — R, x — —, admet 1 comme limite a

x
droite en 0 et -1 comme limite & gauche en 0. Donc la fonction f n’est pas continue 0.

3.1 Opération sur les fonctions continues

Théoréme 3.1. Soient f, g € F(I,R). Si f et g sont des fonctions réelles continues en xq alors
1. les fonctions |f|, sup(f,q), inf(f,9)s f+ 9, f — g et af sont continues en z,

2. si de plus g(z¢) # 0 alors la fonction i est définie sur un voisinage du point z( et est continue

g
en xg.

Démonstration. (1) est une conséquence directe des propriétés sur les limites.

Vérifions (2). Puisque |g(x)| # 0 et que g est continue au point g, g(z) = g(zo) donc |g(z)] —
0

Tr—rTo
lg(x0)|- Posons k = mgﬂ, on a 0 <k < |g(zg)| donc il existe un voisinage V du point z; tel que
VeelnV,0< |g(;€0)‘ < |g(x)| et donc la fonction g ne s’annule pas sur V. La fonction ! est donc

g
définie sur INV et d’aprés les proriétés des limites, (=)(z) — =(x0)
T—To g

Théoréme 3.2. (Continuité de la composée de deux applications)
Soient deux intervalles T C R, J C R et deux fonctions f : 1 — R et g: J — R telles que f(I) C J. On suppose
que [ est continue en xq et g est continue en yy = f(xo) alors g o f est continue en xg.

De maniére générale, si f est continue sur 1 et g est continue sur J. Alors (go f) est continue sur 1.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate du théoréme 2.1. a
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3.2 Prolongement par continuité

Définition 3.3. On dit que f est discontinue en xy si f n’est pas continue en xg.

Exemple 15. 1. La fonction définie par :

1 si x>0
-

0 s12 <0

n’est pas continue en 0. En effet, au point x = 0, la fonction f est continue a4 gauche, mais elle ne l’est
pas 4 droite car lim f(x) = f(0) et lim f(xz)=1# f(0).
z—0— z—>0t

1
2. La fonction f(x) = — n’est pas définie en 0 de plus limof(x) = +o00, d’ou f n’est pas continue en 0.
€T r—

Définition 3.4. Si la fonction f n'est pas définie au point xo € 1 et qu’elle admet en ce point une limite
lim f(x) =¢€R, alors la fonction f définie par :

Tr—rx0

Fla) = {f(x) si x € I\{zo}

J4 st x = X

est continue au point xo et appelée prolongement par continuité de f au point xg.

Exemple 16. On considére la fonction f:R* — R définie par

sinx

fz) =

T

Cette fonction est continue sur R* comme quotient de deux fonctions continues et limof(a:) = 1. Ainsi [ est
Tr—

prolongeable par continuité en 0 et la fonction f: R — R définie par

sinx
~ si x#0,
flz) = z
1 st x=0

est le prolongement par continuité de f en 0.

4 Les théorémes fondamentaux

4.1 Continuité sur un segment

Une fonction f définie sur l'intervalle fermé borné [a,b] est continue sur [q, b] signifie qu’elle est
continue en tout point de ’intervalle ouvert ]a,b| et continue a droite en a ( lirn+ f(@) = f(a)) et
Tr—ra
a gauche en b ( lim f(z) = f(b))-
T—b—

Le théoréme suivant est fondamental en analyse.

Théoréme 4.1. (Théoréme du mazimum) Soit f : [a,b] — R continue alors f est bornée et atteint ses bornes
cad si

m= inf f(z)etM= sup f(z)
z€[a,b] z€[a,b]
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alors
Jx1, 22 € [a,b]/ f(z2) =m et f(z1) =M

Démonstration. La preuve utilise le théoréme de Bolzano-Weierstrass.
— Montrons, par ’absurde, que la fonction f est majorée : en supposant que la fonction f n’est
pas majorée :

VM e R,3x € [a,b], f(z)>M

Soit un entier n € N. En prenant M = n, il existe x,, € [a,b] vérifiant f(z,) > n. On construit
ainsi une suite de points (z,,) du segment [q, b] telle que f(z,) o +00. Puisque la suite ()
est bornée, d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite extraite (z,(,)) qui
converge vers ¢ € R. Puisque Vn € N, a < z,, < b, par passage a la limite dans les inégalités, a <
¢ < b. Mais la fonction f est continue au point ¢ donc d’aprés la caractérisation séquentielle
de la continuité, f(z,)) njm (c). On obtient une contradiction puisque f(z,(,)) njm +00.
— Définissons la partie de R, F' = {f(z);z € [a,b]}. Elle est non vide puisque f(a) € F. De
plus, elle est majorée puisqu’on a vu que f était majorée. Elle admet donc une borne

supérieure, M = sup F' = sup f. Montrons que cette borne supérieure est atteinte. D’aprés la

caractérisation de la borne supérieure,
Ve >0, 3z € [a,b], tel que M —e < f(z) <M

. 1, .
Pour tout entier n non nul, en prenant ¢ = —, il existe x,, € [a,b] tel que
n

M=t < f@) <M
n

La suite (z,) étant bornée, d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe une suite
extraite (7,(,)) qui converge vers une limite z; € [a,b]. Puisque la fonction f est continue au

point 1, f(zym)) WS (z1). On a d’autre part,

1 1
VneN*M—-—-—<M-——<f(z <M
n = Lpn)_f(go(n))_
Par passage a la limite dans cette inégalité, on obtient que M < f(x1) < M d’ou M = f(xq).
— Pour montrer que f posséde une borne inférieure et que cette borne inférieure est atteinte,

on utilise les mémes techniques. O

4.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 4.2. (TVI)
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] tel que f(a) # f(b). Alors, pour tout c € f (Ja,b) [, il existe
un xo €la, bl tel que f(xo) = c.

Remarque 4.1. Attention le point xo n’est pas unique.

Démonstration. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,)] tel que f(a) # f(b). On peut
supposer que f(a) < f(b) et soit ¢ €]f(a), f(b)].



N.Mrhardy 61

Soit A I’ensemble
A={eeab], fz)<c).

On a clairement a € A et donc A est non vide et en plus A est majoré par b. D’aprés le théoréme
de la borne supérieure, A admet une borne supérieure.

Soit 2y = sup A. Donc il existe une suite (a,),eny de points de A tell que lin_r~1_ a, = xg. Pour tout
n——+0oo

n €N, a, € A et donc f(a,) < ¢ et puisque f est continue en zp, on a lini flan) = f(xo) d’ot
n—r--+0oo
f(zo) <e.
D’un autre coté, on a 27 < b car ¢ < f(b) et donc pour tout z €]z, b[, on a f(z) > c. Il en résulte
alors que lim f(z)= f(zo) > c. Finalement, f(z¢) = c. O
Tz
Une variante du théoréme des valeurs intermédiaires, qui permet de résoudre certaines équa-

tions numériques, est donnée par :

Théoréme 4.3. Soit f une fonction continue sur [a,b]. Si on a f(a)f(b) < 0 alors il existe o €|a,b] tel que
f(a) =o.
Attention 1a aussi le point zy n’est pas unique.

Exemple 17. Nous allons montrer que ’équation x> —2x+2 = 0 admet une solution sur | —2,1[. On considére
la fonction
flz) =222 +2.

Cette fonction est continue sur [—2,1] et f(—2)f(1) = =2 < 0. D’apres le corollaire 4.3, il existe xg €] — 2,1

tel que f(xo) = 0. L’équation f(x) =0 admet au moins une racine xo sur lintervalle | — 2,1].

4.3 Application du TVI

Corollaire 7. L’image d’un intervalle par une application continue est un intervalle.

Démonstration. On suppose que f : 1 — R et que f est continue sur un intervalle I. Soit J un
intervalle de I. Nous allons montrer que f(J) est encore un intervalle de R. Cela revient 4 prouver
que pour tout y1,y2 € f(J), on a [y1,y2] C f(J). Soit y1,y2 € f(J). Il existe x1,z2 € J tels que f(z1) =y
et f(z3) = y2. Soit y € [y1,y2]. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe x € [z, x9)

tel que y = f(x). Par conséquent, y € f(J). On prouve ainsi que [y;,y2] C f(J). O

Corollaire 8. L’image d’un segment [a,b] par une application continue est un segment et si m = [inlf]f et
M = sup f alors f([a,b]) = [m, M].

[a,b]
Démonstration. Puisque M est un majorant de f([a,b]) et m un minorant de f([a,b]), on a f([a,b]) C
[m, M]. Montrons que [m, M] C f([a,b]). Soit y € [m, M]. Comme les bornes sont atteintes, il existe
x1, T2 € [a,b] tel que M = f(x1) et m = f(x2). Un segment est un intervalle, donc d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires, puisque y € [f(z1), f(x2)], il existe x € [x1, 23] C [a,b] tel que y = f(x) ce

qui montre que y € f([a,b]). O

4.4 Théoréme de la bijection

Théoréme 4.4. Soit f continue et strictement monotone sur un intervalle 1. Alors f est bijective de 1 sur

J=f(I) et f~1:J — 1 est continue strictement monotone de méme type de monotonie que f.
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Preuve. Supposons par exemple que [ est strictement croissante. Montrons qu’alors f est
injective. Soient (z,y) € I? tels que f(r) = f(y), montrons que z = y par ’absurde. Si ’on avait
T # y, on aurait r < y ou y < x, mais alors, puisque f est strictement croissante, on aurait
f(@) < f(y) ou f(y) < f(z) ce qui est absurde. D’autre part le théoréme des VI prouve que f est
surjective. Ainsi f est une bijection de I sur J.

Soient (X,Y) € J? tels que X < Y. Notons r = f~}(X) et y = f~ (V). Si I’on avait y < x, puisque f
est croissante, on aurait f(y) < f(z) et donc Y < X ce qui est faux. On en déduit que = < y donc
que f~1(X) < 7 (Y).

Nous allons montrer maintenant que f~!:J — I est continue.

Soit yo = f(xo) € J avec zg € I et soit (f(x,))ncn une suite qui converge vers yy. Nous allons montrer
que la suite (f~'(f(2n))nen = (Tn)nen converge vers f~1(yg) = zg. Soit ¢ > 0 tel que [zg—¢,20+¢] € L.

Puisque f est continue et strictement croissante, d’aprés le théoréme 4.1, on a

f([xo —&,20 +¢]) = [f(xo —€), f(o + )] = [y1, Y2

et f(zg) = yo € [y1,y2]. Puisque la suite (f(x,)),en converge vers yg, il existe donc un N € N tel
que, pour tout n > N, f(z,) € [y1,y2], soit z,, € [xo — ¢, 20 + €], d’on

lim z, = xg.
n——4oo

O

Remarque 4.2. Soit f une fonction bijective sur 1. Le graphe de f~', dans un repére orthonormé, se déduit

de celui de f par une symétrie d’axe par rapport a la premiére bissectrice

5 Fonctions uniformément continues

5.1 Fonctions Lipschitziennes

Définition 5.1. — Soit un réel k > 0. On dit qu’une fonction f : I — R est k-lipschitzienne sur l'intervalle
I si et seulement si

V(il),y) € IQ, |f(l‘) - f(y)| < ]41|$ - yl

On note L(I) l'ensemble des fonctions lipschitziennes sur l'intervalle 1.

- Si0< k<1, et f est k-lipschitzienne, on dit que f est contractante.

Proposition 5.1. 1. Une combinaison linéaire de deux fonctions lipschitzienne est encore lipschitzienne. Si
fyg € L), alors af + Bg € L(T).
2. La composée de deux fonctions lipschitziennes est encore lipschitzienne. Si f € L(I) et g € L(J) avec
f() C J,alors (go f) € L(I).
3. Soit c €1, on note Iy =1IN] — 0o, ¢] et Is =IN[c,+oo[. Si f est lipschitzienne sur 1y et sur Iy, alors elle

est lipschitzienne sur 1.

Démonstration.

1. Puisque f et g sont lipschitziennes sur I, il existe deux constantes ki,k; > 0 telles que
W(,y) € B |f(2) — )] < Fale — gl et |g(x) — g(y)| < kolz — y|. Posons k = |afk; + |B]k>. Soit
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(x,y) € 12, utilisons ’inégalité triangulaire
[(af + Bg)(x) — (af + Bg)(W)| < lellf(z) = W+ IBllg(z) — g(y)| < (lafky + [Blk2)|z —y| = klz —y|

2. Comme f est lipschitzienne sur I, il existe k; > 0 tel que V(z,y) € 12, |f(z) — f(y)| < k1]|z — y|.
Puisque g est lipschitzienne sur J, il existe ks > 0 tel que V(X,Y) € J%, [g(X)—g(Y)| < ko| X Y.
Posons k = k1ks. Soient (z,y) € I, puisque X = f(z) € J et Y = f(y) € J,

lgo f(z) —go f(y)| =19(X) —g(Y)| < ko|X = Y| = ka|f(2) — f(y)| < kika|z — y]
3. Exercice.

Théoréme 5.1. (Théoréme de point fixe)

Soit f une fonction contractante de rapport k sur un segment I = [a,b] tel que f(I) C 1. L’équation f(z) = x
admet une solution unique o dans 1.

On dit que « est l'unique point five de f.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le TVI a la fonction g(z) = f(z) — x sur [a,b].

5.2 Continuité uniforme

Définition 5.2. Soit une fonction f : 1 — R définie sur un intervalle I. On dit qu’elle est uniformément

continue sur 1 lorsque

Ve>0, 3>0: V(z,y) €, [z —y| <n=|f(z) - f(y)| <e
Le nombre n est indépendant des réels (x,y) et s’appelle un module d’uniforme continuité.
Proposition 5.2. Soit une fonction f : 1 — R définie sur un intervalle 1.

f Lipschitzienne sur | = f uniformément continue sur | = f continue sur 1

Démonstration.

— Supposons [ lispchitzienne sur I, il existe k& > 0 tel que V(x,y) € I2, |f(z) — f(y)| < klz — y|-
Montrons que [ est uniformément continue sur I.

Soit € > 0. Posons n = % > 0.
Soient (x,y) € I? tels que |r —y| <7, on a

[f(@) = f(y)l <klz—yl <kn=ce

— Supposons f uniformément continue sur I et montrons que f est continue sur I. Soit a € I,
montrons que la fonction f est continue au point a.

Soit £ > 0, Puisque f est uniformément continue sur I, il existe > 0 tel que

V(z,y) €, jz—y| <n=|f(z) - fly)| <e

Soit x €1 tel que |z —a| <7, on a bien |f(z) — f(a)| < e. O
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Théoréme 5.2. (Théoréme de Heine)

Une fonction continue sur un segment [a,b] est uniformément continue sur ce segment

Démonstration. Nous allons construire des suites et utiliser le théoréme de Bolzano-Weirstrass.

Nous devons montrer que

Ve >0, 3> 0,Y(z,y) € [a,b]?, [z —y| <n=|f(z)— f(y)| <e

Raisonnons par 1’absurde en supposant que cette propriété est fausse :
Je > 07 V77 > 0) H(I,y) € [a’7b]27 ‘Jf _y| < n et ‘f(x) - f(y)‘ > £

1
Soit n € N*, en prenant n = —, on peut trouver deux réels (z,,y,) € [a, b]? vérifiant
n

o = ynl < et |f(a) = Flun)| > ¢

On construit ainsi deux suites (z,) et (y,) de points du segment [a,b]. Puisque la suite (x,) est
bornée, d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut en extraire une suite convergente,

(T y(n)) vers une limite c € [a,b]. Puisque

1 1
‘yW(”)) - C‘ < ‘xap(n) - ygo(n)‘ + |x<p(n) - C| < (p(n) + |$¢(n) - C‘ < E + |$¢,(n) — C| n—>_+>oo 0
la suite (y,(,))) converge également vers la méme limite c. Puisque la fonction f est continue au
point ¢, d’aprés la caractérisation séquentielle de la continuité, f(z,))) n_>—+>oo f(c) et f(yom)) n_:)w

f(c). Mais comme Vn € N, ¢ < |f(2,(n)) — f(¥pn))| » Par passage a la limite dans les inégalités, on
obtient que 0 < ¢ < |f(c) — f(¢)| = 0 ce qui est absurde. O
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La dérivée d’une fonction renseigne sur certaines particularités de son graphe. Elle permet
d’identifier :
— Pour quelles valeurs de son domaine de définition la courbe croit ou décroit ?

— Quels sont les extremums relatifs (locaux) de la fonction ?

1 Dérivée en un point

Définition 1.1. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle 1 et soit o € I. On dit que f est

dérivable au point xg si :
o @) = fo)
im

T——T0 Tr — X9

=/ecR

Dans ce cas cette limite £ est appelée la dérivée de f en xqg et est noté f'(xo).

Remarque 1.1. Si on prend h =z — x¢ on aura

h—0

Exemple 18. Les fonctions affines : f(x) = ax + b

i J@ —flzo) _ ) ax+b—(azo+b)

T—>T0 xr — o T—>To T — o

1.1 Interprétation géométrique

Soient My = (o, f(z0)) € C; et M = (z, f(x)) € Cy. La quantité, dite taux d’accroissement de f
au voisinage de z
S CEY/Ch)
r — X
représente la pente de la droite (MyM). Si ce quotient a une position limite quand z — xg, = # g,
alors cette limite f'(zo) est appelée le coefficient directeur (ou la pente) de la tangente en (zg, f(z¢),

de plus I’équation de la tangente est :

y = f'(xo)(x — z0) + f(x0)

Si le taux de variations T ,, de f au voisinage de z( tend vers +oo, on dit que f admet une dérivée
infinie et on note f/(zg) = too.

La tangente a la courbe C;, au point z(, est dite tangente verticale.

Exemple 19. La fonction f(x) = 2% et dérivable en tout point x € R et on a f'(x) = 2x. Ainsi I'équation de

la tangente de la courbe représentative de f au point (1,1) est y =1+ 2(x — 1).

1.2 Dérivée a gauche, dérivée a droite

Définition 1.2. — Une fonction f: 1 — R est dérivable a droite en xy si

@) = f)

’ .
= x existe.
T—T0,T>T0 T — Xo fd( 0)
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— Une fonction f: 1 — R est dérivable a gauche en ¢ si

@) = f)

— f/ .
z—>x0,2<To T — T - fg (xo) existe.

Proposition 1.1. La fonction f est dérivable en xq si et seulement si [ est dérivable a droite et a gauche de

zo et on a fo(zo) = fi(wo) = f'(z0).

2 Propriétés des fonctions dérivables

2.1 Continuité

Théoréme 2.1. Soit f € F(I,R)
— Si la fonction f est dérivable en un point xy alors f est continue en xg.
— Si la fonction f est dérivable sur 1 alors f est continue sur 1.

On a donc DI R) CC(LR) C F(I,R)

Démonstration. Exercice.

Remarque 2.1. La réciproque n’est pas toujours vraie. En effet la fonction © — |x| est continue en 0, mais
n’est pas dérivable en 0 car
||

Iim — =1 et lim —1.

r—0t T z—0~ T

2.2 Extemum local d’une fonction

Définition 2.1. Extremum, Extremum local
Soient f € F(IR) et a € R.
e Extremum global
— On dit que f admet un mazimum (globale) en a si et seulement si Vo € 1, f(x) < f(a). Si c’est le cas,
on pose f(a) = max f(x).
— On dit que f admet un minimum (globale) en a si et seulement si Vo €1, f(x) > f(a). Si c’est le cas,
on pose f(a) = min f(x).
zel
o FExtremum local
— On dit que f admet un mazimum local en a si et seulement si IV, voisinage de a, tel queVr € V, f(z) <
f(a).
— On dit que f admet un minimum local en a si et seulement si IV, voisinage de a, tel que Vo € V, f(z) >
f(a).
o On dit que [ admet un extremum (respectivement un extremum local) si f admet un mazimum (respecti-

vement un maximum local) ou wn minimum (respectivernent un minimum local).

Proposition 2.1. Soit I un intervalle ouvert. Si f admet un extemum local au point xq et si f est dérivable en

xo alors f'(xo) = 0. Dans ce cas, xq est appelé un point critique de f.

Démonstration. On suppose par exemple que z( est un maximum. Si f est dérivable en z( alors

i @) = flao)

T—r 0 r — X

on a

= fo(0) = fa(wo)
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. f(aj) — f($0) !
! = ——————————
or on a fli(zo) = xﬂlfl({%>mo pra—— f'(zo) <0
. f(x) — f(xO) !
!/ — —
etona  filao)= lim SIS e >0
ce qui donne
f/(xo) =0.
Remarque 2.2. — La réciproque est fause. Par exemple la fonction f : x € R — 2 vérifie f'(0) = 0 mais

n‘admet pas d’exetremum au point 0.
— L’ezistence d’un extremum (mazimum ou minimum) local n’entraine pas forcément la dérivabilité de f en

ce point. En effet la fonction f(x) = |x| admet un minimum en 0, alors que f n’est pas dérivable en 0.

Exemple 20. La fonction f(x) = x? est dérivable en tout point v € R et f'(x) = 2z. f admet un minimum au
point 0 ainsi f/(0) = 0.

3 Opérations sur les fonctions dérivables

On dit que f est dérivable sur D’intervalle I si elle est dérivable en tout point de I. On notera

D(I,R) ’ensemble des fonctions dérivable en tout point de I. On a bien
D(LR) C C(LR)

Proposition 3.1. Soient f,g € D(I,R). Alors (f + g), (af)(a € R),(f.g) et (%)(f # 0), sont des fonctions
dérivables sur 1 et on a

1 (f+9)@) = @)+ ¢'(@)

2 (0f)(x) = of (@),

3. (f9)'(x) = f'(z)g(x) + f(x)g' (),
1 10 (1 - L) S )

4 () (@) =—

f f2(2) g (9(x))?
Démonstration.
1. On a
i THO@ =G +a)@0) _ @)= fwo) | gla) = glan).
T—>Xo r — X T—>Xo Tr — X r — X
et donc
i 4@ = 0)m) _ L f@) = feo) | gle) — glao)

z—>x0 T — X0 z—x0 T — Xy z—x0 T — xg

f'(z0) + ¢’ (20)

ce qui montre la premiére formule.
2. On a
L @N@) ~ (@f)m) _ L () o)

x—>x0 T — Xo T——T0 T — o

= Oéf/(l'o),

ce qui montre la deuxiéme formule.
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3. On a
(f9)(x) = (fg)(wo) _  flx)g(x) = f(z0)g(xo)
_ J@)(g(@) — g(xo)) + g(xo) (f (2) — f(20)
Tr — X
_ f(x)g(x) :g(xo) +g(x0)f(x):f(afo)
Tr — Zo T — o
et donc
xhiréo (fg)(xi : i];g)(fﬂo) _ EmeO f(;c)g(f; : i(()fo) + g(z0) xhj;(] f(ff; : iixo)

et puisque [ est continue en 7o on a lim f(x)= f(zy) et donc

tim DDV _ )1 (20) + gao) o)
T——T0 r — X
ce qui montre la troisiéme formule.
4. On a,
1 1
S (OB (2 f@o) — ()
ﬂClLIECo T — X9 N Qflirgt’o (IE - I’Q)f($0)f(£17)
f'(@o)

(f(%))Q.

Noter qu’on a utilisé encore le fait que f est continue en zy et donc lim f(z) = f(zg), ce
r—>X0o

qui montre la quatriéme formule.

5. La formule

(f)' () f'(@)g(z) - fz)g'(z)
g

est un résultat des formules 3 et 4.

Théoréme 3.1. Soient f € F(I,R) et g € F(J,R) deuz fonctions et soit xg € I tel que f(xg) € J. Si f est

dérivable en xo et g en f(xg) alors go [ est dérivable en xy et on a
(g0 f) (xo) = ¢'(f(x0))f(20)

Démonstration. On a f est dérivable en 2y donc

o @) = f()

T—T0 r — X

= f'(20)

et on a g est dérivable en f(z() donc

B T (O
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D’autre part on a

go flx) —go f(zo) 9(f(x)) = 9(f(x0))

Ih—%o r — X mh—r{lzo T — Xo
_ lim g(f(x)) - g(f($())) f(if) — f(CU(])
a0 f(z) = flzo) =0

puisque lorsque © — zg, f(z) — f(z¢) (f étant continue en z;), on déduit que

i 9@ —go f(xo)

T——>T0 Tr — X9

= f'(w0)g'(f(x0)),

ce qui montre la formule souhaitée.

Théoréme 3.2. Soit f une fonction définie et continue sur 1 et strictement monotone sur 1. Si f est dérivable
en un point xo € 1 et f'(xo) # 0. Alors f=1 est dérivable au point yo = f(xo) et

1
o))

Démonstration. f est continue et strictement monotone sur I donc f est bijective et sa bijection

(ffl)/(yo) =

réciproque f~! est continue et strictement monotone aussi. On a

f71y) = (o) T — o 1

Y=Y f(z) — flxzg)  f@)=flo)”

z—x0

Lorsque y — yo,  — 7o (f~! étant continue en ;) et puisque f est dérivable en g et f'(x() # 0,

et il en résulte que

S y) = F (o) 1 1 1

S ¥ — o a=owo F@ @)~ fi(z0)  F(F (o))

r—Io

4 Théorémes fondamentaux

4.1 Théoréme de Rolle

Théoréme 4.1. Soit f € F([a,b],R) une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur]a,b] telle que f(a) = f(b).

Alors, il existe au moins un point ¢ €a, b| tel que f'(c) = 0.

Démonstration. [ est continue sur [a,b] donc d’aprés le théoréme de maximum [ est bornée et

atteint ses bornes donc

Jer,e0 € [a,b]/ fler)) =m = ér[lfb]f(x) et f(e)=M = s?p]f(x).
z€la, z€la,b
— Si m = M, le minimum coincide avec le maximum et donc f est constante sur [a,)] et par
suite pour tout ¢ €la,b[, f'(c) =0.

— Sim # M, la fonction f atteint son minimum en c;,
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— sim = f(a) = f(b), comme [ atteint son maximum en ¢y et m # M, alors c; €]a,b[ et f'(c3) =0
d’aprés la proposition 2.1.
— sinon, ¢; €]a,b[ et f'(c;) = 0 d’apreés la proposition 2.1.
4.2 Théoréme des accroissements finis

Le théoréme des accroissements finis est une généralisation du théoréme de Rolle.

Théoréme 4.2. Soit f € F([a,b],R) une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Alors il existe au
moins un point ¢ €la, b tel que

f®) = f(a) = (b= a)f'(c).

Démonstration. On considére la fonction ¢ définie par

¢ est définie et continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b] de plus ¢(a) = ¢(b) = 0, donc d’aprés le
théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0. Or

f(b) — f(a)

/ ! _

#() = ) - 1O,

¢'(c) =0 donc f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

Exemple 21. 1. Nowus allons utiliser le théoréme des accroissements finis pour montrer que

1
5 <In(1,5) <

[N

On aIn(1,5) = In(3) = In(3) — In(2). Soit 2 < = < 3, la fonction In est continue sur [2,3], dérivable sur

12,3[. D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe un c €]2, 3] tel que

In(3) —In(2) , =
T3 M@=

1 1
or ¢ €]2,3[ donc 3 <-<3 d’ou le résultat souhaité.
c

2. Nous allons utiliser le théoréme des accroissements finis pour calculer
. a1 1
lim 22 (eac2 — em) .
z—0t

Soit 0 < x < 1. La fonction e® est continue sur [, 1] et est dérivable sur |1, L [. D’aprés le théoréme

des accroissements finis, il existe c(x) 6]%, x—g[ tel que
_ )
ex? —ex = @ (12 — 1> = %.
X X x€X

On aura alors
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Puisque % <eclx) < w%, lim e“® = 400 et donc
r—0t

. 2 1 1
lim z*(e=z2 —e= | = +o0.
z—0t

4.3 Application du TAF : Variations d’une fonction

Proposition 4.1. (Variations d’une fonction)

Soit I un intervalle ouvert et f € F(I,R) une fonction continue et dérivable sur 1. Alors :
1. La fonction f est croissante sur 1 si et seulement si Vo € 1, f'(x) > 0.
2. La fonction f est décroissante sur 1 si et seulement si Vx € 1, f'(x) < 0.

3. La fonction f est constante sur 1 si et seulement si Vo € 1, f/'(z) = 0.

Démonstration.
1. Supposons que la fonction f est croissante et soit g € I. Pour tout z distinct de z(p, on a

f(@) = (@)

>0 et donc f'(z9) >0
Tr — X

Supposons que la dérivée de f est positive dans 'intervalle 1. Soient z,y € I avec = < y. En

appliquant le théoréme des accroissements finis & f sur [z,y], il existe zg €]z, y[ tel que

y—
et donc f(y) > f(z). Ceci montre que f est croissante sur I.
2. Supposons que la fonction f est décroissante et soit xy € I. Pour tout z distinct de xg, on a

f(@) = f(z0)

<0 et donc f'(z9) <0
Tr — X

Supposons que la dérivée de f est négative dans ’intervalle 1. Soient z,y € I avec z < y. En

appliquant le théoréme des accroissements finis & f sur [z,y], il existe zy €]z, y[ tel que

fly) — f(=)
y—x

<0

f(zo) =

et donc f(y) < f(x). Ceci montre que f est décroissante sur I.

3. Nous avons vu que si [ est constante sur I alors f’ est nulle sur I. Supposons maintenant
que f’ est nulle en tout point intérieur de I. Fixons z €I et soit y € I. Si z < y, appliquant le

théoréme des accroissements finis a f sur [z,y], il existe zy €]z, y[ tel que

y—z
et donc f(y) = f(x). Si y < z, on montre de la méme maniére que f(z) = f(y). O

Remarque 4.1. Soit f € F(I,R) une fonction continue et dérivable sur 1.
1. SivVz €1, f'(x) > 0 alors la fonction f est strictement croissante sur 1.

2. SivVz el, f'(x) <0 alors la fonction [ est strictement décroissante sur 1.
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La réciproque est fausse. En effet, f(x) = 23 est strictement croissante mais f'(x) = 322 s’annulle au point 0.

4.4 Théoréme des accroissements finis généralisé

Théoréme 4.3. Soit f,g € F([a,b],R) deuzx fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur |a,b| telle que

g'(x) #0 Vaz €]a,bl. Alors il existe au moins un point c €a, b| tel que

s~ (9(x) — g(a)).

Cette fonction est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b] de plus ¢(a) = ¢(b) = 0, donc d’aprés le

théoréme de Rolle, il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0. Or

g9(b) — g(a) g9(b) —g(a)  ¢'(c)
d’ot le résultat.
Exemple 22. 1. En utilisant le théoréme des accroissements finis généralisé, nous allons calculer la limite
. cosx®—1
lim ————.
z—0 x
En effet
. cosx®—1 . cosz? — cos0? . —2zsina? 1 .. sinz? 1
lim —— = lim ——— = lim ———— = —— lim =—=.
z—0 4 z—0 4 —0 z—0 423 22—0 g2 2

4.5 Application du TAF généralisé : La régle de I’Hopital

Comme conséquence du théoréme des accroissements finis généralisé, on obtient la régle de

I’Hépital qui s’énonce ainsi :

Proposition 4.2. (La régle de I’Hopital en un point)
Soient f, g deux fonctions continues sur [xo—e,xo+¢€|, € > 0 et dérivables sur |xg —e,xo+¢€[/{xo} tel que pour

_ p - g _ . o _
tout x €lxg — &, 0 +e[/{zo} ¢'(x) #0. Si llirgo f(x) Lh_Ig()g(x) 0 ou »Llirgo f(z) llirgo g(x) = oo alors

i ey~ <R i = )

=/

Démonstration. Pour tout = €|zy — ¢,29 + €[, (sans perdre de généralité on peut supposer que
x > x9), [ et g sont donc continues sur [z(,z] dérivables sur |z,z[ et d’aprés le théoréme des

accroissements finis généralisé il existe un c(z) €]zo, x| tel que
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puisque c(x) €]xg, z[ alors, lorsque x — 1z, ¢(x) — g, il en résulte que

T =) S )
mlir?xo g(x —g(xo) - ml—>Io g/(C(x)) C(x%—>3?0 g/(C(ZE)) =

Proposition 4.3. (Régle de I’Hopital a l’infini) Si f,g dérivables sur ]a,+oo[ (rep.] —oo,al) (a > 0) tel
/ . . _
que g'(x) # 0. On suppose en outre que Zgrgoof(x) = Ignjlmo g(x) = 0(ou o0) alors
!/ !
lim f(x)zﬁeﬁz lim M: lim f(x)zf.

z—> oo g’(z) z— oo g(x) z—> oo g’(:z:)

Exemple 23. En utilisant la régle de I’Hopital, nous allons calculer la limite

lim zlnz — (x—1)
T (12

Posons f(z) =xInz — (z — 1) et g(z) = (x — 1)2. Ces deuz fonctions satisfont les hypothéses de la proposition

4.2 et donc

. zlnr—(z-1) ) Inz 1
lim ——————— = lim ———— = —.
e—1  (x—1)2 s—12(x—1) 2

4.6 Inégalité des accroissements finis

Corollaire 9. Soit f € F([a,b],R) une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. Si f' est bornée sur

la,b[, c’est-a-dire, qu’il existe M > 0 tel que, pour tout x €]a,b[, |f'(z)| < M, alors, pour tout x,y € [a,b],
|f(z) = f(y)l < M|z —yl.

Démonstration. Soient x,y € [a,b] avec x < y. En appliquant le théoréme des accroissements finis

sur [z,y], il existe ¢ €]z, y[ tel que

f@) = fly) = (o) - ).

On déduit alors que

[f (@) = fW)| = 1 (Olle =yl < Mz —y.

Exemple 24. 1. Montrer que :

y
<z -yl

Vr,y € R, -
Y 1+22 1+9y2|—

On consideére la fonction f: R — R définie par

t

f(t)zm-

Cette fonction est dérivable sur R et on a, pour tout t € R,

f’(t)—1+t2_2t2— 1—12
A+ (149
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On a, pour tout t € R
1—# <1+¢2 < (1+2)?

et donc pour tout t € R,
If'(t) < L.

Ainsi d’apres l'inégalité des accroissements finis, on a

y
Vao,y € R, ——2 | < |z -yl
wY 1+22 1+92 <zl

2. Montrer que :
Vz,y € R, |arctanz — arctany| < |x —y|.

On consideére la fonction g : R — R définie par
g(t) = arctant.

Cette fonction est dérivable sur R et on a, pour tout t € R,

Donc d’apres l'inégalité des accroissements finis, on a
Ve,y € R, |arctanz — arctany| < |z — y|.

4.7 Application de I'inégalité des accroissements finis

Théoréme 4.4. Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b] & valeurs dans [a,b]. On suppose que f

continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. Si de plus, il existe K > 0 telle que
|f(z)| < K, Vz €la,b|

alors f est K-lipschitzienne sur Uintervalle [a, b].

Démonstration. 11 suffit d’appliquer 1’inégalité des accroissements finis avec M = K. d
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1 Fonctions circulaires réciproques

1.1 Fonction arcsinus

v' La fonction sinus est définie et continue sur R, impaire et 27-périodique.
. g ™ T . . . .
\/ Sa restriction sur [77, f] est une fonction continue et strictement croissante et prend ses
valeurs dans [-1,1] et donc bijective.

v' Sa fonction réciproque appelée Arcsinus, et notée arcsin, est définie par
T T
arcsin : [—1,1| — {——7—}

v/ Ainsi la fonction arcsin est continue et strictement croissante sur [—1,1]. De plus, on a

T

y =sin(z), z € {—575] < z = arcsin(y), y € [-1,1]

Autrement dit

T
Vx € [—7, f} , arcsin(sinz) =«
Yy € [-1,1], sin(arcsiny) =y
Attention, cela est valable seulement pour tout z € {—57 g} . Par exemple,

arcsin(sin ) = arcsin(0) = 0 # 7.
. . .. ™ T .. . T T
v' Comme la fonction sinus est dérivable sur [77, f] et sa dérivée ne s’annulle pas sur ]757 5 [
alors la fonction arcsinus est dérivable sur | —1,1[ et on a, S

9

N el —
(arcsin)’(z) = Wiper=t Vo e] - 1,1

En effet, si on pose f(z) = sin(z) alors Vo €] — 1,1]

(arcsin) (z) = 0 — 1

f'(f~Y=x))  cos(arcsin(z))

or on sait que
cos?(arcsin(z)) = 1 — sin®(arcsin(z))

z} alors

2

. . T
comme la fonction z — cos(x) est positive sur [—5,

= cos(arcsin(z)) = \/1 — sin?(arcsin(z)) = /1 — 22

v' Le graphe de Arcsinus s’obtient par symétrie par rapport a la premiére bissectrice de la

courbe de la restriction a [—g, g} de la fonction sinus
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1.2 Fonction arccosinus

v' La fonction cosinus est définie et continue sur R, paire et périodique de période 27.

v’ Sa restriction sur [0, 7] est une fonction Scontinue et strictement décroissante et prend ses
valeurs sur [-1,1].

v' Donc la fonction cos : [0,7] — [—1,1] est bijective. On peut donc définir sa fonction réci-

proque appelée Arccosinus et notée
arccos : [—1,1] — [0, 7]

v/ Ainsi la fonction arccos est continue et strictement décroissante sur [—1,1].
De plus, on a S
y = cos(z), x € [0,7] < x = arccos(y), y € [—1,1]

Autrement dit

Vz € [0, 7], arccos(cos ) = x

Yy € [-1,1], cos(arccosy) =y
Attention, cela est valable seulement pour tout z € [0, 7]. Par exemple,
arccos(cos 2m) = arccos(1) = 0 # 27.

v Comme la fonction f(z) = cos(r) est dérivable sur [0,7] et sa dérivée ne s’annulle pas sur

10, 7[ alors sa fonction réciproque f~!(z) = arccos(z) est dérivable sur | —1,1] et on a,

(arccos)’(z) = ! = L i

f'(f~%(x)) —sin(arccos(z)) 1— a2

v' Le graphe de Arccosinus s’obtient par symétrie par rapport a la premiére bissectrice de la

courbe de la restriction a [0, 7] de la fonction cosinus
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1.3 Fonction arctangente

v' La fonction tangente est définie sur R\ {7 + km,k € Z}. Elle est continue, impaire et 7-

périodique.
. g ™ T . . . .
v’ Sa restriction sur | — 5 5[ est une fonction Scontinue et strictement croissante et prend ses
valeurs sur R.
. ™ T . . , . . L .
v" Donc la fonction tan :] — 5 5[% R est bijective. On peut donc définir sa fonction réciproque
appelée Arctangente et notée
T
arctan : R — }—7, 7[
2°2

v/ Ainsi la fonction arctan est continue et strictement croissante sur R.

De plus, on a
T
y = tan(x), = € }—5, 5 [ < z =arctan(y), y €R

D’ou pour tout y € R
tan(arctany) = y.

et pour tout z € ]fg, g[,
arctan(tanz) = x.

v" Comme la fonction f(z) = tan(z) est dérivable sur }—g, g[ et sa dérivée ne s’annulle pas sur

T
} ~3'3 [ alors sa fonction réciproque f~!(z) = arctan(z) est dérivables sur R et on a pour tout
z € R,

1 1 1

f1(f1(x)) 1 + tan?(arctan(z)) 14z

(arctan)’(z) =
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Propriété 3.

Ve e [—1,1];
Vo € [-1,1];
vz €]0, +00l;

1
Vr €] —00,0[; arctan(x) + arctan(—)
x

arccos(x) + arccos(—x) =7

arcsin(x) + arccos(z) =

1
arctan(z) 4+ arctan(—
x

) =3

b0l 3

™

—T

T2

N.Mrhardy

Démonstration.. On montre la troisiéme propriété, les autres se montrent de la méme maniére.

On pose

f(z) = arctan(x) + arctan(%)

On a f continue et dérivable sur ]0, +o0o[ de plus

donc pour tout z €]0, +¢[, f(x) = ¢, en faisant tendre z vers +00, on trouve

fa) = —

-1 1 1

1

T 1ta2

2 Fonctions hyperboliques

2irL i

c= lim f(z) :g

r—r+00

14 22

=0

2.1 Fonctions sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique

Pour tout x € R, on appelle sinus hyperbolique de z le réel noté sinhx et défini par

sinhx =
2

On appelle cosinus hyperbolique de z le réel noté coshz et défini par

er +e "

h =
cosnx B
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— La fonction sinh est impaire et la fonction cosh est paire. Elles sont liées par les relations :
Ve eR
ch(z) +sh(z) =¢" et ch(x)—sh(z)=e"

2 )
cosh®z —sinh“x =1

— Les fonctions cosh et sinh sont dérivables sur R avec, pour tout z € R
cosh’(z) = sinh(z), sinh’(x) = cosh(x)

— La fonction sinh est impaire, strictement croissante sur R, strictement négative sur R* et
strictement positive sur R’ et s’annule en 0.
— La fonction cosh est paire, strictement positive sur R, strictement décroissante sur R* et

strictement croissante sur R’} . De plus, Vz € R, chz > 1.

2.2 La fonction tangente hyperbolique

On appelle tangente hyperbolique de z le réel noté tanhx ou thx et défini par

sinh x et —e "
tanhx = = .
coshz e +e®

La fonction th est impaire, continue et dérivable sur R de plus on a, S

1
4 — — 2 = N
th'(xz) =1 —th*(z) ETPE Yz € R

Par conséquent, th est strictement croissante sur R et s’annule en 0. Elle admet en +0o une

asymptote horizontale d’équation y = +1.
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2.3 Formulaire de trigonométrie hyperbolique

On a pour tout z,y € R,

sinh(x +y) = sinhxcoshy + coszsinhy,
sinh(x —y) = sinhzcoshy — coshsinhy,
cosh(z +y) = coshxcoshy + sinhaxsinhy,
cosh(z —y) = coshazcoshy — sinhxsinhy,
tanh x + tanhy
tanh =
anh(z +y) 1+ tanhztanhy’
tanh x — tanhy
tanh(x — = .
anh(z =) 1 — tanh z tanh y
On peut déduire que
cosh(2z) = cosh?z +sinh? 2 = 1 4 2sinh? z = 2cosh? z — 1,
sinh(2¢) = 2coshasinhz.

Ainsi

1 h(2 sh(2z) — 1
cosh? g — LT cosh@x) L e cosh(2e) —1
2 2
De méme, otk
tanh(2z) = Lﬁ.
1+ tanh” x

Démonstration.. On va montrer la premiére formule. En effet, on a par définition :

et —e ™\ [e¥+eY ety — e (@ty) 4 ermy _ oy—a
sinh x coshy = ( ) ( )

2 2 - 4

de méme

ety _ e=(@+y) _ gy 4 oy—w
4

coshzsinhy =

N.Mrhardy
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En sommant, on obtient

2etHy _ 9e—(a+)
4

sinh z coshy + cosh z sinhy = = sinh(z + y)

O

Les formules ci-dessous, dites formules de changement de variables, sont trés utiles dans le

calcul intégral. Si on pose t = tanh 5, on a

2 , 2 1+4¢2
71_’_#, sinhx = - et coshx = — 2

tanhz =

3 Fonctions hyperboliques réciproques

3.1 La fonction argument sinus hyperbolique

v' La fonction sinh est une fonction continue et strictement croissante donc réalise une bijection
de R vers R. Sa bijection réciproque est appelée argument sinus hyperbolique et notée arg sinh.
On a donc

x = argsinh(y) <= y = sinh(x),Vz,y € R

v' La fonction sinh est dérivable sur R et sa dérivée ne s’annulle pas sur R alors sa fonction
réciproque argsinh x est aussi dérivable sur R et on a
1

(arg blnh)/(ﬂf) = \/ﬁ, YV eR

En effet, si on note f(x) = sinh(z) alors

. / _ 1 — 1
(arg smh) (33) = f/(ffl (:L‘) - Cosh(arg sinh CC)

or cosh?(argsinh z) — sinh?(argsinhz) = 1 = cosh(argsinhz) = /1 + 22

./
i

2 &
//';Q //
§ .

¥ = 2t

// Lat9”

1 7 N
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3.2 La fonction argument cosinus hyperbolique

v" La fonction cosh est une fonction continue et strictement croissante donc réalise une bijection
de [0, +o0[ vers [1,+o0[. Sa bijection réciproque est appelée argument cosinus hyperbolique

et notée argcosh. On a donc
x = argcosh(y), Yy € [1, +oo[<= y = cosh(z),Vx € [0, +o0[

v’ La fonction cosh est dérivable sur [0, +oo| et sa dérivée ne s’annulle pas sur |0, +o00[; alors sa

fonction réciproque argcoshz est dérivable sur |1,+oo[ et on a

1
(arg cosh)’(z) = T YV €]1, 00|
2 —

3.3 La fonction argument tangente hyperbolique

v' La fonction tanh est une fonction continue et strictement croissante donc réalise une bijection

de R vers | — 1, 1[. Sa bijection réciproque, appelée argument tangente hyperbolique et notée

arg tanh. On a donc
x = argtanh(y), Vy €] — 1,1[<= y = tanh(z),Vx € R

v' La fonction tanh est dérivable sur R et sa dérivée ne s’annulle pas sur R alors sa fonction

réciproque argtanh est dérivable sur | —1,1[ et on a

(arg tanh)’(z) = Ve €] - 1,1]

1
1— 22’
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3.4 Expressions logarithmiques
Les fonctions hyperboliques réciproques peuvent s’exprimer a ’aide d’expressions logarith-
1+ 22).

Pour tout = € R,
argsinhz = In(z +
argcoshz = In(z + V22 — 1).

Pour tout z € [1,+0o0],

miques. Plus précisément, nous avons

1
argtanhx = iln (1+x) .
—x

Pour tout x €] — 1, 1],
Soit x € [1,400[. Posons t = argcoshz. On a x = cosht et ¢ > 0. Il en résulte que sinh¢ = /22 — 1. Par

Vérifions par exemple la deuxiéme égalité

¢! =cosht +sinht =z ++a22—-1 et t=In(z+Vax2-1).

conséquent,



